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TD n° 2 : Vecteurs de var

Soient p €]0,1[, X une var suivant la loi de Bernoulli B(p), Y une var telle que
Y(Q) = N, et, pour tout k € N, Pix_y(Y = k) = (1 — p)*p, Pix_n(Y = k) = p*(1 — p).
Déterminer la loi de Y. Pour quelle valeur de p les var X et Y sont indépendantes ?

Soit n € N*. Deux joueurs utilisent un dé a n faces numérotées de 1 a n. La régle du
jeu est la suivante. Le joueur A commence par verser 3 euros au joueur B, puis il lance le dé. Le
numéro affiché devient alors le numéro de référence. Puis le joueur B lance le dé jusqu’a ce qu’il
obtienne un numéro supérieur au numéro de référence. Le jeu s’arréte alors. Avant chaque lancer,
le joueur B verse 1 euros au joueur A. Soient X la var égale au numéro référence et Y la var égale
au montant total en euros versé par le joueur B au joueur A. Calculer, pour tout k € {1,...,n} et

tout j € N*, Pry—py (Y = j), puis, en utilisant la formule : E(Y') = Z]P’(Y > k), calculer E(Y).

k=0
Soient p €]0,1[, n € N* et Xy,...,X,, n var #d suivant chacune la loi de Bernoulli
B(p). On pose S,, = ZXk et T, = H Donner la loi de S,,, puis calculer E(7,).
n(n —
k=1
Soient v, . ..,y n réels positifs et, pour tout k € {1,...,n}, X; une var suivant la

loi de Poisson P(ax). On pose S, = ZXk. Déterminer la loi de S,,.

k=1

Soient n € N*, p €]0,1[ et Xy,..., X, n var iid. La loi de X; est donnée par
P(X) = —1) = (1 p)%, P(X1 = 0) = 2p(1 — p), P(X1 = 1) = p*. On pose Y, — %i ! +2X’“.
Calculer E((Y,, — p)?). =

Soient X et Y deux war #d de densité commune f(z) = MS_é, x € R.

27
Reconnaitre une loi usuelle pour X, puis donner la loi de 3X — Y + 2.

1
Soient X et Y deux wvar iid de densité commune f(z) = 56‘/51[071] (z), x € R. On

pose Z = vV X + VY. Montrer qu'une densité de Z est donnée par
3 92 56'3

x
fz([E) = Eexl[o,l](x) + (Z’ — § — E) exl]m](a?), r eR.

Soient a > 0, et X7, X, et X3 trois var iid suivant chacune la loi normale N (0, 1).
On pose Z = X11{|X2\2a} — X3]-{|X2|<a}-

1. Montrer que Z suit la loi normale N (0, 1).

2. Calculer C(X3, Z). Est-ce que X3 et Z sont indépendantes ?

3. On pose W = X3+ Z. Exprimer P (W = 0) en fonction de la fonction de répartition de Xo.
Est-ce que W suit une loi normale 7

Soient X et Y deux var iid admettant un moment d’ordre 2. On pose
U=2018— X +3XY?et V =2+ X. Montrer que C(U,V) = V(X)(3E(X?) — 1).
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Soient X et Y deux war 7id suivant chacune la loi exponentielle £(1). On pose

X
U=X+Y,V= et W =2

X+Y Y
1. Déterminer une densité de (U, V). Est-ce que U et V sont indépendantes 7

2. Déterminer une densité de (U, W). Est-ce que U et W sont indépendantes 7

Soient X et Y deux war #id suivant chacune la loi exponentielle £(1). On pose
U=mf(X,Y), V=sup(X,Y)et W=V-U.

1. Montrer que U et V' ne sont pas indépendantes.

2. Déterminer une densité de (U, W). Est-ce que U et W sont indépendantes 7

Soient A > 0, p €]0,1[, X une var suivant la loi exponentielle £(A) et N une var

suivant la loi géométrique G(p), avec X indépendante de N. Déterminer une densité de —.

Soient X et Y deux wvar did suivant chacune la loi normale A/(0,1). On admet le
2

résultat suivant. Soient R une var suivant la loi de Rayleigh, i.e. de densité f(x) = ve™ = 1j0,00(2),
et © une var suiwant la loi uniforme U([0,27]), avec R et O indépendantes. Alors Rcos(©) et
Rsin(O) sont iid et suivent chacune la loi normale N(0,1).

1. Montrer que v X2 + Y? suit la loi de Rayleigh.

2. Question préliminaire. Soit © une var suivant la loi uniforme U([0, 27]). Montrer, a I'aide
de la méthode de la fonction muette, que cos(©) et cos(20) suivent la méme loi.

Xoyr o XY
————  puis celle de ——.
vxzrye?t JXZ1Y?

En utilisant les fonctions caractéristiques, montrer qu’il ne peut pas exister 2 var
X et Y idid telles que X — Y suivent la loi uniforme U([—1, 1]).

3. En utilisant les résultats précédents, déterminer la loi de

Soient n € N*, et X1,..., X5, 2n var indépendantes telles q12le, pour tout
ke {l,...,2n}, X} suit la loi normale A/ (k, %) Déterminer la loi de %i(_l)k’){k.
nSoient A>0,n € N* et Xy,...,X, n var iid suivant la ]ic:nl exponentielle E(A).
Montrer que kZXk suit la loi Gamma I'(n, ), i.e. de densité f(z) = ﬁx”_le_mlmm[(m),
=1

r € R, de deux maniéres : d’une part, en utilisant le produit de convolution, et d’autre part, en
utilisant les fonctions caractéristiques.

Soient n € N* et X7,..., X, n var iid suivant chacune la loi exponentielle £(1).
On pose Y,, = inf(X7, ..., X,). Calculer, pour tout r > 0, E(Y,).

Soient n € N*, Xy,..., X, n var #id et X(y,..., X, les var ordonnées : pour tout
ke {l,...,n}, X € {X1,..., Xy} avec Xq) < ... < Xy (done Xy = inf(Xq, ..., X5),...).
Pour tout k € {1,...,n}, déterminer la fonction de répartition de X .

Soient n € N* et X4,...,X,, n var centrées iid admettant un moment d’ordre 2.

k n
1
On pose, pour tout k € {1,...,n}, Sk = E X;et T, =— g Sy. Calculer V(T,).
n
j=1 k=1
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