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TD n° 4 : Convergence en probabilité

Soit (X, )nen+ une suite de var id suivant chacune la loi de poisson P(1). Pour tout
n

n € N*, on pose Y, = HXk. Etudier la convergence en probabilité de (Y},)nen-.
k=1

Pour tout n € N* soit X,, une var suivant la loi de Bernoulli B (1 47_12 ) Est-ce
n

que (X, )nen+ converge en probabilité vers 0 7

Soit. X une war suivant la loi exponentielle £(1). Pour tout n € N*, on pose

x4l . _
Y, = e X*n. Montrer que (Y;),en+ converge en probabilité vers e,

Soit (X, )nen+ une suite de var iid suivant chacune la loi exponentielle £(1). Montrer

X, .
que (—) converge en probabilité vers 0.
111(71) neN—{0,1}

22
Pour tout n € N*, soit X,, une var de densité fx, () = nwre™ 7 1) f(z), € R.
Montrer que (X,,)nen+ converge en probabilité vers 0.

ne*'ﬂl‘
Pour tout n € N*, soit X,, une var de densité fx, (z) = Aty x € R. Montrer
=

que (X, )nen+ converge en probabilité vers 0.

Soit (X, )nen+ une suite de var iid suivant chacune la loi normale (0, 1). Pour tout

1 )
n € N*, on pose Y,, = — Z | X|. Etudier la convergence en probabilité de (Y;,)nens.
n
k=1
Soit (X, )nen+ une suite de var #id suivant chacune la loi uniforme

2 47 5 - .
U ({O, g, %’ , %, ?ﬂ}) Pour tout n € N*, on pose 5,, = ; cos(X}). Etudier la convergence

Sy,
en probabilité de (—) .
n neN*

Soit (X, )nen+ une suite de wvar #id suivant chacune la loi uniforme (][0, 3]). Pour
1

n n
tout n € N*, on pose Y,, = (H Xk> . Montrer que (Y},),en+ converge en probabilité vers 3e™!.
k=1

Soit (X,)nen+ une suite de var iid admettant un moment d’ordre 1. Pour tout
2n

1 B
n € N*, on pose Y, = % E (—=1)*X}.. Etudier la convergence en probabilité de (Y, )nen--
n
k=1

Soit (X,,)nen+ une suite de var iid suivant chacune la loi uniforme ([0, 1]). Pour
tout n € N*, on pose Y,, = inf(X3, ..., X,). Montrer que (Y,,),en+ converge en probabilité vers 0.

Soient a > 0 et (X, ),en+ une suite de var iid de densité commune
f(x) = e7 @91, (), € R. Pour tout n € N*, on pose Y, = inf(Xj,...,X,). Montrer que
(Y, )nen+ converge en probabilité vers a.

Soit (X, )nen+ une suite de var éid suivant chacune la loi de Cauchy C(0, 1), i.e. de

1
densité : f(x) = m, x € R. Pour tout n € N*, on pose Y,, = = sup(Xi, ..., X,). Montrer

que (Y, )nen+ converge en probabilité vers 0.
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Soit (X”)nEN—{O 1,2y une suite de var indépendantes telle que, pour tout

1 1
neN-— {O, 1,2}, la loi de Xn est donnée par P(Xn = TL) = W’ P(Xn = —n) = Wﬂ(n)’
1 n
P(X,=0)=1- nIn(n) Pour tout n € N — {0,1,2}, on pose S, = ZXk. Montrer que,

k=3
2

pour tout n € N —{0,1,2}, on a V(5,) < n—, puis étudier la convergence en probabilité de

Soient « €]0, 1] et (X,,)nen+ une suite de var indépendantes telles que, pour tout

n S,
n € N*, X, suit la loi de Bernoulli B(n~%). On pose S,, = ZXk:- Montrer que <IE(S ))
k=1 " mel

converge en probabilité vers 1.

Soient p €]0, 1] et (X,,)nen+ une suite de var iid suivant chacune la loi de Bernoulli

n
T,
B(p). Pour tout n € N*, on pose T;, = ZXkaH. Montrer que (—n) converge en proba-
k=1 neN*

bilité vers p?.
Soit (X,,)nen+ une suite de var #id admettant un moment d’ordre 2 telle qu’il existe

un réel m tel que lim E(X,) = m, et de plus, lim V(X,,) = 0. Montrer que (X,,),en+ converge
n—00 n—00

en probabilité vers m.

3
Soient o > 3 et (X, )nen+ une suite de var #id centrées admettant un moment

n n
1
d’ordre 2. Pour tout n € N*, on pose S,, = ZXj et Y, = o Z Sk. Montrer (Y,),en+ converge
j=1 k=1
en probabilité vers 0.

Soient (X, )nen+ une suite de var et (uy,),en+ une suite de réels telles qu’il existe un

réel ¢ vérifiant lim w, = ¢, et de plus, pour tout o > 0, lim P (|X,, — u,| > «) = 0. Montrer que
n—oo n—oo

(X»)nen+ converge en probabilité vers £.

1
Soient a < 5 et (X, )nen+ une suite de var itd admettant un moment d’ordre 2.

5nE(x)

n
Pour tout n € N*, on pose S, = ZXk et Y, =n®
n

k=1

. Montrer (Y},),en+ converge en

probabilité vers 0.

Soient ¢ € R et (X,,)nen+ une suite de var. On suppose que, pour toute fonction
f continue et bornée sur R, on a lim E (f(X,)) = f(c). Montrer que (X, ),en+ converge en
n—oo

probabilité vers c.
Soit (X, )nen+ une suite de var suivant la méme loi et admettant un moment d’ordre

1
2. Pour tout n € N*, on pose Y, = — sup(|Xy|,...,|X,|). Montrer que, pour tout ¢ > 0, on a

vn

1
P(Y,>e) < SE <X121{X12>n62}), puis étudier la convergence en probabilité de (Y},)nen-
€
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