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TD n°® 5 : Convergence presque siire

Soit (X, )nen+ une suite de var. Est-ce que la convergence presque siire de (X,,)nen
vers une var X entraine toujours la convergence en probabilité de (X,,),en- vers X 7

Soit (X, )nen+ une suite de var #d. Pour tout n € N, on considére la var Y, égale
au nombre d’indices ¢ € {1,...,n} pour lesquels I'événement {Xo; < Xy;,1} se réalise. Etudier la

n

Soit (X, )nen+ une suite de var éid suivant chacune la loi uniforme

2 47 5 - .
Uul<0, z, —ﬂ, , —W, o . Pour tout n € N*, on pose 5,, = Z cos(X}). Etudier la convergence
3" 3 373 pt

convergence presque stire de (—n> .
neN*
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neN*
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Soient (X,,)nen+ une suite de var convergeant presque stirement vers une var X et f
une fonction continue sur R. Montrer que (f(Xy)),cy- converge presque siirement vers f(X).

Soit (X, )nen+ une suite de var iid telle que E(X;) = —1. Pour tout n € N*, on
n
. S S :
pose S, = ZXk. Etudier la convergence presque sure de (ﬁ) » (Sn)nenes <n—g) , puis
k=1 neN* neN*

calculer P (Z 1(s;>0y = oo) i
j=1

Soit (X, )nen+ une suite de wvar éd admettant un moment d’ordre 2. Etudier la

n—1 n
2
are d - X X, .
convergence presque sure de (n(n — 1) Z Z k J)
neN*

k=1 j=k+1

Soit (X, )nen+ une suite de wvar iid admettant un moment d’ordre 2. Pour tout
n

1 & 1

n € N*, on pose Y, = — g X, et Z, = 1 g (Xy — Yn)z. Calculer E(Z,), puis étudier la

n n—
k=1 k=1

convergence presque sure de (Z,)pen-

Soient & > 0 et (X, )nen+ une suite de var #id suivant chacune la loi uniforme ¢([0, 1]).

@

n n
Pour tout n € N*, on pose Y,, = (H Xk) . Etudier la convergence presque stre de (Y;,)nen-
k=1

Pour tout n € N*, soit X,, une var de densité fx, (v) = n’re” 2 1lg(z), z € R.
Montrer que (X,,),en+ converge presque strement vers 0.

Pour tout n € N*, soit X,, une var telle que, pour tout n € N*, X, suit la loi normale

1
N (0, —) . Montrer que (X, ),en+ converge presque stirement vers 0. On pourra utiliser le résultat:
n

M

zZ
2.

si Z est une var suwant la loi normale N'(0,1) alors, pour tout x >0, on a P(Z > x) <e

Soient A > 0 et (X,)nen+ une suite de var #id suivant chacune la loi exponentielle
E(N). Pour tout n € N*| on pose Y,, = inf(X7,..., X,). Montrer que (Y,,)nen+ converge presque
strement vers 0.
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Soit (X, )nen+ une suite de var indépendantes telle que, pour tout n € N*, X,

Z kXy. Montrer que

1

suit la loi normale N (1, —). Pour tout n € N*, on pose Y,, =
n

k=1

1
n(n+1)
(Y, )nen+ converge presque siirement vers 5"

Soit (X,,)nen+ une suite de var indépendantes. Pour tout n € N*, on pose
2n

Z(—l)kX ». Btudier la convergence presque sure de (Y}, )nen- lorsque les var de (X,)nene
k=1

1

Y, = —
2n

1
suivent la méme loi avec E(X;) = —1, puis lorsque, pour tout n € N*, X,, ~ N (n, —>.
n

Soit (X, )nen+ une suite de var #id suivant chacune la loi de Poisson P(1). Pour
n

tout n € N*, on pose Y,, = H X}.. Etudier la convergence presque stire de (Y, )nen.
k=1
Soient a > 0 et (Xn)nEN—{O,l} une suite de var izd suivant chacune la loi exponentielle

X, Xn
E(1). Montrer que limsup —— > 1 presque sirement. Est-ce que | —— converge
nooo  1n(M) In(n) neN-_{0.1}

presque strement ?
Soit (Xy)nen—{o0,1,2) une suite de var indépendantes telle que, pour tout

1
n € N—{0,1,2}, la loi de X, est donnée par P (X, =n) = P(X,=-n)=

1
2n1n(n)’ 2n1n(n)’

1 n
P(X,=0) =1-— Pour tout n € N — {0,1,2}, on pose S, = ZXk' Montrer que
nln(n) ps
. |X’I’L| A S’Vl A ?
limsup —— > 1 presque siirement. Est-ce que | — converge presque strement !
n—00 n n neN—-{0,1,2}

Soient (X, )nen+ une suite de var #id suivant chacune la loi normale A(0,1) et
o0

(@n)nen une suite de réels strictement positifs telle que la série Z a? converge. Pour tout n € N*,
§=0
n
on pose Y, = Z a,_1Xk. Montrer que, presque siirement, on a lim sup <
1 n—o00 ln(n)
pourra utiliser le résultat: si Z est une var suivant la loi normale N(0,1) alors, pour tout x > 0,

onaP(Z>z)<e 7.

n

[e.9]

Soit (X, )nen+ une suite de wvar telle que la série ZE (|Xk|1{‘Xk‘21}) converge.

k=1
o0
Montrer que la série Z | Xk|1fx,>1} converge presque slrement.
k=1
Soit (X, )nen+ une suite de var indépendantes telle que, pour tout n € N*, une
1
densité de X, est fx, (z) = §n6_”|$‘, r € R. On pose Y, = inf(|Xy],...,|X,]). Montrer que la

o0 o0
. _3 C . ..
série E P <Y;€ >k 2) converge, puis étudier la convergence presque stire de la série g Ys.
k=1 k=1
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