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TD n° 6 : Convergence dans IL”

Soient p > 1 et (X, )nen+ une suite de var. Est-ce que la convergence dans LP de
(Xp)nen+ vers une var X entraine toujours la convergence en probabilité de (X,,)en vers X 7

Soit (X, )nen+ une suite de var telle que, pour tout n € N*| la loi de X, est donnée
1
par P(X, =0) =1— —, P(X,, = n) = —. Montrer que (X,,),en+ en probabilité vers 0, puis que
n n
(X, )nen ne converge pas dans L.

Soient p > 1, (X, )nen+ une suite de var convergeant dans IL? vers une var X, et f
une fonction de dérivée bornée sur R. Montrer que (f(X,)), cn+ converge dans P vers f(X).

Soient ¢ > 1, p > q et (X, )nen+ une suite de var convergeant dans L” vers une var
X. Montrer que (X,,)nen+ converge dans L7 vers X.

Soit (X, )nen+ une suite de wvar iid admettant un moment d’ordre 2. Pour tout

n Sn
n € N*, on pose S,, = ZXk. Montrer que <—> converge dans L% vers E(X).
n neN*

k=1
Pour tout n € N*, soit X,, une var suivant la loi de Bernoulli B <\/n +1— \/ﬁ>
Etudier la convergence dans L' de (X, )nen-.

Soit X une war suivant la loi exponentielle £(1). Pour tout n € N*, on pose
Y, = e X*tu. Etudier la convergence dans L2 de (Y ) nen-

Soit (X, )nen+ une suite de var id suivant chacune la loi exponentielle £(1). Montrer

Xn
que ( ) converge dans IL? pour tout p > 1.
In(n) neN—{0,1}

Soit (X,,)nen+ une suite de var #id admettant un moment d’ordre 2 telle qu'il existe
un réel m tel que lim E(X,,) = m, et de plus, lim V(X,) = 0. Montrer que (X,,)nen+ converge
n—oo n—oo
dans L2 vers m.
Soit (X, )nen+ une suite de var convergeant dans IL? vers une var X. Montrer que

2 1 2
(X2),en~ converge dans L' vers X~

Soit (X, )nen+ une suite de var #d suivant chacune la loi de Poisson P(1). Pour
n

tout n € N*, on pose Y,, = H Xk. Montrer que (Y,),en+ converge en probabilité vers 0, puis que
k=1
(Y,.)nen+ ne converge pas dans L1

1
VYT

la loi de Poisson P(A). Pour tout n € N*, on pose Y,, = " H Xk. Montrer que (Y,)nen+ converge
k=1

Soient A > 0, o € }O, [ et (X, )nen+ une suite de var #id suivant chacune

dans IL? vers 0.
Soit (X,,)nen+ une suite de var iid centrées telles que E(X?) < 1. Pour tout n € N*,
n

1 n
on pose Y, = | |1 X et Z, = - kg 1 Y:. Montrer que (Z,)qen+ converge dans L2 vers 0.
J: =
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Soit (X, )nen+ une suite de wvar iid admettant un moment d’ordre 2 telle que

V(X, X
lim E(X,) = oo et la suite de réels < ( )> est bornée. Montrer que ( )
n—o0 E(Xn) neN* E<Xn) neN—{0,1}

converge dans L2 vers 1.

Soit (Xy),en— {0,1,2} une suite de var indépendantes telle que, pour tout

1 1
neN-— {O, 1,2}, la loi de Xn est donnée par P(Xn = n) = W’ P(Xn = —n) = W’
1 n
P(X,=0) =1-— nIn(n) Pour tout n € N — {0,1,2}, on pose S, = ;Xk. Montrer que
Sh, 9
— converge dans IL“ vers 0.
"/ neN—{0,1,2}

. 3 . g
Soient o > 3 et (X, )nen+ une suite de var iid centrées admettant un moment

n 1 n
d’ordre 2. Pour tout n € N*, on pose S,, = E XjetY, =— E Sk. Montrer (Y,,)nen+ converge
nOé
=1 k=1
dans L? vers 0.

Soit (X, )nen+ une suite de var telle que, pour tout n € N*, la loi de X, est donnée
1

1 n
pct P(X, =n) = pox Pour tout n € N*, on pose S,, = ZXk. Montrer que

k=1

par P(X,, =0)=1—
(Sp)nen+ ne converge pas dans L.

Soit (X, )nen+ une suite de var iid suivant chacune la loi uniforme U([0, 1]). Pour
tout n € N*, on pose Y,, = inf(Xy, ..., X,,). Montrer que (Y,),en+ converge dans L? vers 0.

Soient # > 0 et (X,,),en+ une suite de var iid suivant chacune la loi exponentielle
n

E(1). Pour tout n € N* on pose S, = ZXk et Y, = (1 +0)"e . Montrer que, pour tout
k=1

r >0, (Y)),en converge en probabilité vers 0, puis que (Y,,)nen+ ne converge pas dans L', puis

que (\/Yn)neN* converge dans IL! vers 0.

Soient (X, )nen+ une suite de var #id suivant chacune la loi normale A(0,1) et

(@n)nen une suite de réels strictement positifs telle que la série Za? converge et, pour tout
§=0

J € N, aja;j; 1 = 0. Pour tout n € N*, on pose Y,, = Zan_ka. Montrer que, pour tout n € N*,
k=1
Y, et Y, sont indépendantes, puis calculer lim E ((Yn — Yn+1)2). Est-ce que (Y,)nen+ converge

n—oo
dans L2 ?

Soit (X, )nen+ une suite de var iid admettant un moment d’ordre 2. Pour tout

~ X 1 1 Yo
n € N*) on pose Y, = 2k Montrer que lim Z — =1, puis que ( )
~ k n—oo In(n) —~k In(n) /) en—qo1y

converge dans L? vers E(X).
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