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TD no 6 : Convergence dans Lp

Exercice 1. Soient p ≥ 1 et (Xn)n∈N∗ une suite de var. Est-ce que la convergence dans Lp de
(Xn)n∈N∗ vers une var X entraîne toujours la convergence en probabilité de (Xn)n∈N∗ vers X ?

Exercice 2. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var telle que, pour tout n ∈ N∗, la loi de Xn est donnée

par P(Xn = 0) = 1 − 1

n
, P(Xn = n) =

1

n
. Montrer que (Xn)n∈N∗ en probabilité vers 0, puis que

(Xn)n∈N∗ ne converge pas dans L1.

Exercice 3. Soient p ≥ 1, (Xn)n∈N∗ une suite de var convergeant dans Lp vers une var X, et f
une fonction de dérivée bornée sur R. Montrer que (f(Xn))n∈N∗ converge dans Lp vers f(X).

Exercice 4. Soient q ≥ 1, p ≥ q et (Xn)n∈N∗ une suite de var convergeant dans Lp vers une var
X. Montrer que (Xn)n∈N∗ converge dans Lq vers X.

Exercice 5. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var iid admettant un moment d’ordre 2. Pour tout

n ∈ N∗, on pose Sn =
n∑
k=1

Xk. Montrer que
(
Sn
n

)
n∈N∗

converge dans L2 vers E(X1).

Exercice 6. Pour tout n ∈ N∗, soit Xn une var suivant la loi de Bernoulli B
(√

n+ 1−
√
n
)
.

Étudier la convergence dans L1 de (Xn)n∈N∗ .

Exercice 7. Soit X une var suivant la loi exponentielle E(1). Pour tout n ∈ N∗, on pose
Yn = e−X+ 1

n . Étudier la convergence dans L2 de (Yn)n∈N∗ .

Exercice 8. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var iid suivant chacune la loi exponentielle E(1). Montrer

que
(

Xn

ln(n)

)
n∈N−{0,1}

converge dans Lp pour tout p ≥ 1.

Exercice 9. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var iid admettant un moment d’ordre 2 telle qu’il existe
un réel m tel que lim

n→∞
E(Xn) = m, et de plus, lim

n→∞
V(Xn) = 0. Montrer que (Xn)n∈N∗ converge

dans L2 vers m.
Exercice 10. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var convergeant dans L2 vers une var X. Montrer que
(X2

n)n∈N∗ converge dans L1 vers X2.

Exercice 11. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var iid suivant chacune la loi de Poisson P(1). Pour

tout n ∈ N∗, on pose Yn =
n∏
k=1

Xk. Montrer que (Yn)n∈N∗ converge en probabilité vers 0, puis que

(Yn)n∈N∗ ne converge pas dans L1.

Exercice 12. Soient λ > 0, α ∈
]
0,

1√
λ+ λ2

[
et (Xn)n∈N∗ une suite de var iid suivant chacune

la loi de Poisson P(λ). Pour tout n ∈ N∗, on pose Yn = αn
n∏
k=1

Xk. Montrer que (Yn)n∈N∗ converge

dans L2 vers 0.

Exercice 13. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var iid centrées telles que E(X2
1 ) < 1. Pour tout n ∈ N∗,

on pose Yn =
n∏
j=1

Xj et Zn =
1

n

n∑
k=1

Yk. Montrer que (Zn)n∈N∗ converge dans L2 vers 0.
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Exercice 14. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var iid admettant un moment d’ordre 2 telle que

lim
n→∞

E(Xn) = ∞ et la suite de réels
(
V(Xn)

E(Xn)

)
n∈N∗

est bornée. Montrer que
(

Xn

E(Xn)

)
n∈N−{0,1}

converge dans L2 vers 1.

Exercice 15. Soit (Xn)n∈N−{0,1,2} une suite de var indépendantes telle que, pour tout

n ∈ N− {0, 1, 2}, la loi de Xn est donnée par P (Xn = n) =
1

2n ln(n)
, P (Xn = −n) = 1

2n ln(n)
,

P (Xn = 0) = 1 − 1

n ln(n)
. Pour tout n ∈ N − {0, 1, 2}, on pose Sn =

n∑
k=3

Xk. Montrer que(
Sn
n

)
n∈N−{0,1,2}

converge dans L2 vers 0.

Exercice 16. Soient α >
3

2
et (Xn)n∈N∗ une suite de var iid centrées admettant un moment

d’ordre 2. Pour tout n ∈ N∗, on pose Sn =
n∑
j=1

Xj et Yn =
1

nα

n∑
k=1

Sk. Montrer (Yn)n∈N∗ converge

dans L2 vers 0.

Exercice 17. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var telle que, pour tout n ∈ N∗, la loi de Xn est donnée

par P(Xn = 0) = 1− 1

n2
, P(Xn = n) =

1

n2
. Pour tout n ∈ N∗, on pose Sn =

n∑
k=1

Xk. Montrer que

(Sn)n∈N∗ ne converge pas dans L1.

Exercice 18. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var iid suivant chacune la loi uniforme U([0, 1]). Pour
tout n ∈ N∗, on pose Yn = inf(X1, . . . , Xn). Montrer que (Yn)n∈N∗ converge dans L2 vers 0.

Exercice 19. Soient θ > 0 et (Xn)n∈N∗ une suite de var iid suivant chacune la loi exponentielle

E(1). Pour tout n ∈ N∗, on pose Sn =
n∑
k=1

Xk et Yn = (1 + θ)ne−θSn . Montrer que, pour tout

r > 0, (Y r
n )n∈N∗ converge en probabilité vers 0, puis que (Yn)n∈N∗ ne converge pas dans L1, puis

que
(√

Yn
)
n∈N∗ converge dans L1 vers 0.

Exercice 20. Soient (Xn)n∈N∗ une suite de var iid suivant chacune la loi normale N (0, 1) et

(an)n∈N une suite de réels strictement positifs telle que la série
∞∑
j=0

a2j converge et, pour tout

j ∈ N, ajaj+1 = 0. Pour tout n ∈ N∗, on pose Yn =
n∑
k=1

an−kXk. Montrer que, pour tout n ∈ N∗,

Yn et Yn+1 sont indépendantes, puis calculer lim
n→∞

E
(
(Yn − Yn+1)

2). Est-ce que (Yn)n∈N∗ converge
dans L2 ?

Exercice 21. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var iid admettant un moment d’ordre 2. Pour tout

n ∈ N∗, on pose Yn =
n∑
k=1

Xk

k
. Montrer que lim

n→∞

1

ln(n)

n∑
k=1

1

k
= 1, puis que

(
Yn

ln(n)

)
n∈N−{0,1}

converge dans L2 vers E(X1).
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