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TD no 7 : Convergence en loi

Exercice 1. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var telle que, pour tout n ∈ N∗, la loi de Xn est donnée

par P
(
Xn = 1 +

1

n

)
=

1

2
, P
(
Xn = 1− 1

n

)
=

1

2
. Étudier la convergence en loi de (Xn)n∈N∗ .

Exercice 2. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var telle que, pour tout n ∈ N∗, Xn suit la loi de Bernoulli

B
(

1

n

)
. Étudier la convergence en loi de (Xn)n∈N∗ .

Exercice 3. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var telle que, pour tout n ∈ N∗, Xn suit la loi uniforme

U
({

0,
1

n
,

2

n
, . . . ,

n− 1

n
, 1

})
. Étudier la convergence en loi de (Xn)n∈N∗ .

Exercice 4. Soient λ > 0 et (Xn)n∈N∗ une suite de var telle que, pour tout n ∈ N∗, Xn suit la loi

géométrique G
(
λ

n

)
. Étudier la convergence en loi de

(
Xn

n

)
n∈N∗

.

Exercice 5. Pour tout n ∈ N∗, soit Xn une var de fonction de répartition

FXn(x) =
1− e− xn
1− e− 1

n

1[0,1](x) + 1]1,∞[(x), x ∈ R. Étudier la convergence en loi de (Xn)n∈N∗ .

Exercice 6. Pour tout n ∈ N∗, soit Xn une var de fonction de répartition

FXn(x) =

(
x

x+ 1

)n
1[0,∞[(x), x ∈ R. Étudier la convergence en loi de

(
Xn

n

)
n∈N∗

.

Exercice 7. Soient λ > 0 et (Xn)n∈N∗ une suite de var iid suivant chacune la loi exponentielle

E(λ). Pour tout n ∈ N∗, on pose Yn =
1

n
1
λ

sup(eX1 , . . . , eXn). Étudier la convergence en loi de

(Yn)n∈N∗ .

Exercice 8. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var iid suivant chacune la loi de Cauchy C(0, 1), i.e. de

densité f(x) =
1

π(1 + x2)
, x ∈ R. Pour tout n ∈ N∗, on pose Yn =

1

n
sup(X1, . . . , Xn). Étudier la

convergence en loi de (Yn)n∈N∗ .

Exercice 9. En utilisant le théorème central limite avec une suite de var iid bien choisie, montrer

que lim
n→∞

e−n
n∑
k=0

nk

k!
=

1

2
.

Exercice 10. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var iid suivant chacune la loi uniforme U([0, 1]). Pour

tout n ∈ N∗, on pose Yn = e
√
n

(
n∏
i=1

Xi

) 1√
n

. Étudier la convergence en loi de (ln(Yn))n∈N∗ , puis

celle de (Yn)n∈N∗ .

Exercice 11. Pour tout n ∈ N∗, soit Xn une var suivant la loi du Chi-deux χ2(n), i.e. de densité

f(x) =
1

2
n
2 Γ
(
n
2

)xn2−1e−x21[0,∞[(x), x ∈ R, où Γ
(n

2

)
=

∫ ∞
0

t
n
2
−1e−tdt. On pose Yn =

Xn − n√
2n

.

Étudier la convergence en loi de (Yn)n∈N∗ .
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Exercice 12. En utilisant le théorème central limite avec une suite de var iid bien choisie,

déterminer lim
n→∞

1

(n− 1)!

∫ n+
√
n

0

xn−1e−xdx.

Exercice 13. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var iid suivant chacune la loi de Rademacher R(1) :

P (X1 = 1) =
1

2
, P (X1 = −1) =

1

2
. Pour tout n ∈ N∗, on pose Yn =

n∑
k=1

Xk

2k
. Montrer que, pour

tout t ∈ R et tout n ∈ N∗ tels que sin

(
t

2n

)
6= 0, on a

n∏
k=1

cos

(
t

2k

)
= sin(t)

(
2n sin

(
t

2n

))−1
,

puis étudier la convergence en loi de (Yn)n∈N∗ .

Exercice 14. Soient α > 0 et (Xn)n∈N∗ une suite de var indépendantes telle que, pour tout

n ∈ N∗, Xn suit la loi uniforme U([−nα, nα]). Pour tout n ∈ N∗, on pose Sn =
n∑
k=1

Xk. Montrer

que, au voisinage de t = 0, pour tout k ∈ N∗, la fonction caractéristique de Xk, notée ϕXk , vérifie

ln (ϕXk(t)) ∼ −
1

6
t2k2α, puis etudier la convergence en loi de

(
Sn

nα+
1
2

)
n∈N∗

.

Exercice 15. Soient θ ∈]0, 1[ et (Xn)n∈N∗ une suite de var iid suivant chacune la loi normale
N (0, 1). On pose Y1 = X1 et, pour tout n ∈ N−{0, 1}, Yn = θYn−1 +Xn. Étudier la convergence
en loi de (Yn)n∈N−{0,1}.

Exercice 16. Soient (Xn)n∈N∗ et (Yn)n∈N∗ deux suites de var telles que (Xn)n∈N∗ converge en
loi, (Yn)n∈N∗ converge en loi, et, pour tout n ∈ N∗, Xn et Yn sont indépendantes. Montrer que
(XnYn)n∈N∗ converge en loi.

Exercice 17. En utilisant la loi faible des grands nombre et le fait que la convergence en proba-
bilité implique la convergence en loi, répondez aux questions suivantes.

1. Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Calculer lim
n→∞

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

f

(
x1 + . . .+ xn

n

)
dx1 . . . dxn.

2. Soient p ∈]0, 1[ et f une fonction continue sur [0, 1]. Calculer lim
n→∞

n∑
k=0

(
n

k

)
pk(1−p)n−kf

(
k

n

)
.

Exercice 18. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var iid admettant un moment d’ordre 2. Pour tout

n ∈ N∗, on pose Sn =
n∑
k=1

Xk. Étudier la convergence en loi de

(
√
n

((
Sn
n

)2

− (E(X1))
2

))
n∈N∗

de deux manières : d’une part, avec le théorème de Slutsky, et d’autre part, avec la méthode delta.

Exercice 19. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var iid admettant un moment d’ordre 2. Pour tout

n ∈ N∗, on pose Yn =
1

n

n∑
k=1

Xk et Zn =
1

n− 1

n∑
k=1

(Xk − Yn)2. Montrer que(√
n

(
Yn − E(X1)√

Zn

))
n∈N∗

converge en loi vers une var suivant la loi normale N (0, 1).
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