Université de Caen M1

TD n° 8 : Exercices supplémentaires

Soit (Ap)nen+ une suite d’événements telles que P(Al) > 0. Pour tout n € N*, on
pose N,, = ZlAk,mn—E ZIP’ (Ag) et 6, *—ZZP (A; N Ag).
k=1 n =1 k=1

1. Calculer, pour tout n € N*, V(N,,) en fonction de 6, et de m,,.

2. Montrer que, pour tout z > 0 et tout n € N* tels que m,, > x, on a
P (N, <z) <P(|N, — m,| > m, —x). En déduire que

(6n —1)m

P(N, <z
(Nn <) < (mn_x)

3. On suppose désormais que lim m, = oo et liminf,_,. 0, < 1.
n—oo

(a) Montrer que, pour tout z > 0, liminf P (V, < z) = 0.

n—0o0

(b) Montrer que, pour tout x > 0, P <sup N, < m) <P(N, <x).
kEN*

(c) En déduire que P ( lim N, = oo) = 1.

n—oo
4. Montrer que, si les événements (Ay,), oy deux a deux incompatibles, alors, pour tout n € N¥,

1 . -
on a6, <1+ —. En déduire que, si lim m, = oo, alors on a
mn n—oo

P(lim Nn:oo> =1.

n—o0

Soient n € N* et p1,...,Pn,q1s-- . qn,T1, ..., 30 réels positifs tels que, pour tout
ke {l,....,n}, pp+q.+rr = 1. Soient X, ..., X,, n varindépendantes. Pour tout k € {1,...,n},
la loi de X} est donnée par P(X; = —1) = pg, P(Xx = 0) = qx, P(Xx = 1) = 7. On pose

Y, = HXk' Déterminer la loi de Y,, en fonction de py, ..., 00, @1y s Qny 715+ - -5 T

k=1
Soient p €]0,1[, n € N {0,1} et Xy,..., X,,u1 n+ 1 var iid suivant chacune la loi
n+1
de Bernoulli B(p). On pose Y, = HX"C et 7, = HXk
k=1 k=2

1. Montrer que P(Y,, = Z,,) =1 —2(1 — p)p"
2. Calculer C(Y,,, Z,).

Soit X une wvar de densité f admettant un moment d’ordre 2. Montrer que, pour
tout (a,b) € R?, on a

V(aX +b) = / / z —y)2f (@) f (y)dady.
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c 3\/§

1jp,o(7), € R, avec ¢ =

Soit X une var de densité f(z) =

1+ a3 21
. o (tr—1 * r—1
1. Question préliminaire. Montrer I'égalité / dr = — / dx.
o 1+ a3 . L+a3
2. Calculer E(X — 1) et en déduire E(X).
t 16
Soit X une var de densité f(x) = C?T%I;g?l[om[(x), r € R, avec ¢ = =1
00 c [ w2 5
1. Montrer que/ f(x)dx = 3 (g +/ ycos(2y)dy> =
—00 0
2. L’objectif de cette question est de calculer E(X).
1
(a) Montrer que, pour tout > 0, on a arctan(z) + arctan (—) = g
x
(b) En faisant le ch t de variabl L nont E(X) C”/Oo Y 4
n faisant le changement de variable : y = —, montrer que = — ————dy.
g y=- q o G
(c) Calculer E(X).
3. Calculer E(1 + X?), puis V(X).
X, 1-X
Soit X une var suivant la loi uniforme ([0, 1]). On pose Y = Silrlli’)((X,’l — X))
1. Déterminer la fonction de répartition de Y. En déduire que Y posséde la densité
2
=~ 1,.), 2R
fr(x) (1+a2)? (L [(:E) S
o 1
2. Montrer, & l'aide d’une intégration par parties, que E VY) =1 —|—/ ———dx. En
g par p que E(VY) . Val+ o)

déduire que E(VY) = 1 + g

Soient X et Y 2 var #id suivant chacune la loi uniforme ([0, 1]). On pose Z = X?*-Y.
Déterminer une densité de Z.

Soient A > 0, X une var suivant la loi de Poisson P(\) et Y une var suivant la loi

1 — —A
exponentielle £(1), avec X et Y indépendantes. Montrer que E(e™*Y) = )\6 )
1. Questions intermédiaires.
2 [7 i)
(a) Pour tout u > 0, on pose G (u) = {/ — e dx. Montrer que G est dérivable
T Jo
sur ]0, oo[ et vérifie G’( ) = —G (u). En déduire que, pour tout v > 0, on a

i e
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(b) Soit X une var suivant la loi normale A/ (0,1). Calculer, pour tout ¢t > 0, E (e*ﬁ)

2. Soit (X,,)nen+ une suite de var iid suivant chacune la loi normale N (0, 1).

(a) Déterminer, pour tout n € N*, une densité de Z X7
k=1

[

. _
1

(b) Déterminer, pour tout n € N*, une densité de < g F) )
k=1 ""F

3. Questions intermédiaires. Soit U une var de densité f paire.
(a) Déterminer la loi de U|U|™.
(b) Montrer que les var |U| et U|U|™! sont indépendantes.

(c) Soit V une var suivant la loi de Rademacher R (1) : P(V = —1) =
avec V' indépendante de |U|. Déterminer la loi de V|U].

4. Soient A et B deux war #d suivant chacune la loi normale A(0,1). Déduire des questions

AB
VLB

Soit X une var de densité f.

pécédentes la loi de Z =

1. Montrer que si X suit une loi normale A/ (0,1) alors il existe une fonction g dérivable sur

[0, oo] telle que, pour tout (z,y) € R?, on a f(x)f(y) = g (2 + ).

2. Dorénavant, la densité f de X est inconnue. On suppose que f est continue sur R, strictement
positive et vérifie f’(1) = —f(1). On suppose également 1'existence d’une fonction g dérivable

sur [0, o] telle que, pour tout (z,y) € R? on a f(x)f(y) = g (z* + v?).

(a) Calculer, pour tout (z,y) € R*?) f’(z) en fonction de f(y) et g (z* + y?).

(b) Montrer que, pour tout (z,y) € R*?, on a

-1

(@) (@f(2)) " =2¢' (2* +9°) (9 (+* + 7))

(c) En déduire que, pour tout x € R*, on a f'(z) = —zf(x).
(d) En déduire que X suit une loi normale N (0, 1).

1. Soit X une var telle que, pour tout t € R, E (e‘”'X') existe.

(a) Montrer que, pour tout ¢t € R, on a

o0

ti Z —E Xk‘)

k=0
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(b) Soit Y une var telle que, pour tout ¢t € R, on a E (e't”y‘) < o0 et, pour tout £ € N, on
alk (Y’“) =E (Xk) Montrer que X et Y suivent la méme loi.

2. Soit U une var suivant la loi normale N'(0,1). On pose V = eV.

(a) Déterminer une densité de V. Montrer que V' admet admet un moment de tout ordre.

(b) Soit f une densité de V. On définit la fonction g par
g(x) = (1 +sin (27 In(x))) f(2)Ljo00f().

Montrer que g est une densité.

(¢) Question intermédiaire. Montrer que, pour tout k£ € N, on a
o ky - 2 k2 o . 2
/ esin(2ry)e” zdy =e* / sin (2ry) e~ zdy = 0.
(d) Soit Z une wvar de densité g. Montrer que, pour tout k € N, on a E (Zk) =E (Vk)

(e) Montrer que V' et Z ne suivent pas la méme loi.

3. Est-ce que le résultat de la question 2 (e) est compatible avec celui de la question 1 (b) ?

Soit f une fonction continue sur [0, 1], positive et monotone. Soit X une var suivant
la loi uniforme #(]0, 1]). Montrer que

E(f(X)f(1— X)) < (E(f(X)))*.

On pourra considérer une var'Y indépendante de X et suivant la méme loi que X, puis considérer
lavar Z = (f(X) = f(Y))(f(1 - X) = f(1=Y)).

Soient X, Y et Z trois var iid suivant chacune la loi normle A(0, 1).
1. Déterminer la loi de U = X —2Y + Z.

2. Déterminer la loi de V = v X2 + Y2,

7
Noornel

Soient n € N — {0, 1} et Xy,..., X,, n var centrées réduites. On pose

3. Déterminer la loi de W =

1 n
Y, = — ZX’“ et Z, = Z (Xk — Yn)2. On suppose que Y, et Z, sont indépendantes. Soit ¢ la
n
k=1 k=1
fonction caractéristique de Xj.

1 n 9 n j—1
1. Montrer que Z,, = (1 — —) E X,f - = g X; X
n n
k=1 7=2 k=1

2. Montrer que, pour tout t € R, E(Z,e") = (n — 1)(¢(t))".
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3. D’autre part, montrer que, pour tout t € R,
E(Zue™) = =(n = 1) (p(1)" (¢" (1)) = (# (1)) .

4. En déduire que ¢ est solution de 'équation différentielle : " (t)y(t) — (v/'(t))* = — (y(1))?,
avec y(0) =1 et 3/(0) = 0.

5. Montrer que X suit la loi normale A(0, 1).

Soient n € N — {0,1}, Xy,...,X,, n var #id de fonction de répartition commune
notée F', X1y = inf(Xy,...,X,) et Xy = sup(Xy,...,X,). On pose Y = X,y — X(1). Montrer
que Y posséde la densité

o0

(@) = n(n — 1) / (F(u+z) — Fw)" 2 dulp(z), z€R.

—0o0

Soit (X, )nen+ une suite de var iid centrées admettant un moment d’ordre 2. Pour
n

tout n € N*, on pose S,, = ZXk'
k=1

1. Montrer que, pour tout n € N* et tout ¢ > 0,

2. Pour tout n € N*, on pose M,, = sup(|Si|,...,|Sn]). Soit ¢ > 0. On pose D; = {M; > ¢}
et, pour tout k € N—{0,1}, Dy = {My_1 < ¢ < M}.

(a) Est-ce que les var Sy et (S, — Sk) 1p, sont indépendantes pour tout tout n € N* et
ke{l,....n}?
(b) Calculer, pour tout n € N* et tout k € {1,...,n}, E(Sk (S, — Sk) 1p,)-
(c) Montrer que, pour tout n € N* et tout k € {1,...,n}, S? > S? + 25, (S, — Si).
(d) En déduire que, pour tout n € N* et tout k € {1,...,n}, E(S21p,) > AP (Dy).
(e) Exprimer, pour tout n € N*, I'événement (J;_, Dy en fonction de M, et c.
)

(f) En déduire que, pour tout ¢ > 0 et tout n € N*,

.....

3. En quoi le résultat de la question 2 (f) est plus fort que celui de la question 1 ?

Soient F' et G deux fonctions de répartition continues et inversibles sur R. Soit
X une var de fonction de répartition F. On pose Y = G~'(F(X)). Déterminer la fonction de
répartition de (X,Y).

Soient X et Y deux wvar #d suivant chacune la loi normale N(0,1).
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1. (a) Déterminer, pour tout = € R, la loi de X — Y. En déduire la valeur de P (X < zY).
(b) Question intermédiaire. Soient A et B deux var iid. Une densité de A est notée f4 et

A
une densité de B est notée fp. Déterminer une densité de 35 fonction de f4 et f5.

X X
¢) Déterminer une densité de —. En déduire P | — < z | pour tout z € R.
(c) v % p

(d) Est-ce que les résultats obtenus aux questions 1 et 3 se contredisent ?

1 1 X+Y
2. Onpose F=—(X+Y),G=—(X—-Y)et H= .

(a) Déterminer la loi de F', puis la loi de G.

(b) Montrer que F' et G sont indépendantes.
(¢) En déduire une densité de H.

V2

———— 2 € R. Déterminer une
(14 z4)

3. Soient U et V' deux wvar #id de densité commune f(x) =

U X
densité de v et comparer la avec celle de v

Soient 6§ > 0, et X et Y deux wvar iid suivant chacune la loi normale A/ (0,1). On
pose Z = cos(0X) + sin(AY"). Calculer C(X, Z).

Soient X et Y deux wvar iid suivant chacune la loi uniforme ([0, 1]).
1. Déterminer une densité de (X,Y).
2. Déterminer la fonction de répartition de XY, puis une densité de XY

X X
3. Déterminer la fonction de répartition de v puis une densité de v

4. Calculer, pour tout a > 0, E((XY)?) et E(|X — Y|%).

(S

1 o

Soient a €]—1,1[, f la densité f(x) = e” 2,z € R, F la fonction de répartition

. V2
associée, i.e. F(z) = / f(t)dt, z € Ret (X,Y) un couple de var de densité :

g(z,y) = f(2)f(y) A+ a2F(x) - DE2F(y) - 1)),  (z,y) €R™
1. Vérifier que g est bien une densité.
2. Déterminer une densité de X. Est-ce que X et Y suivent la méme loi ?

3. Etudier I'indépendance de X et Y en fonction de a.

4. (a) En remarquant que zf(z) = —f'(x), x € R, montrer que / xf(x)F(x)de = ——=.

) e

(b) En déduire la matrice de covariance de (X,Y).
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5. Calculer V(X +Y).

1
21(1 + 22 + )2

Soit (X,Y) un couple de var de densité f(z,y) =

X
V1+Y?

1. Vérifier que f est bien une densité.

, (z,y) € R%

On pose U =

2. Déterminer une densité de (U,Y).
3. Déterminer une densité de U, puis une densité de Y.

4. Est-ce que U et Y sont indépendantes ?

1
Soient X et Y deux var iid de densité commune f(r) = — 1 (%), z € R. On
T

pose U = XY
1. Déterminer une densité de (U,Y).

2. Déterminer une densité de U.

Soient X et Y deux war iid suivant chacune la loi Gumbel(0, 1), i.e. de densité
f(z) = e Texp(—e™®), x € R. On pose W = X — Y Montrer que W suit la loi Logistique(0, 1),

i.e. de densité fiy(z) = 5, T ER.

(1+e®)

Soient X et Y deux war iid suivant chacune la loi normale N'(0,1). Montrer que la

! teR
V12
Soient X et Y deux war indépendantes telles que X suit la loi béta B(2,2), i.e.
de densité fx(r) = 6x(1 — x)1jp1(z), x € R et Y suit la loi gamma I'(4,1), d.e. de densité

1
fr(y) = 6yf”e—y1[0700[@), y€R. Onpose U=XY et V= (1-X)Y.

fonction caractéristique de XY est donnée par oxy (t) =

1. Déterminer une densité de (U, V).

2. Déterminer une densité de U, puis une densité de V.
3. Est-ce que U et V sont indépendantes ?

4. Calculer E(U), V(U), E(V) et V(V).

5. Calculer C(U,V) et V(U — 2V).

Soient X et Y deux war 7id suivant chacune la loi exponentielle £(1). On pose
U=min(X,Y) et V=max (X,Y).

1. (a) Déterminer la loi de U.
(b) Calculer E(U).

C. Chesneau 7 TD n° 8
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2. (a) Déterminer la loi de V.
(b) Montrer que les var V et X + % suivent la méme loi.
(c) Calculer E(V) et V(V).
3. (a) Montrer que les var U et V — U sont indépendantes. Déterminer la loi de V — U.
(b) Calculer P(V <1) et P(V — U > 2). Montrer que les var V et V — U ne sont pas

indépendantes.

)
=
=
Q
N

Soient o > 0, (X,,)nen+ une suite de var éid suivant chacune la loi normal

Y
1
et Y une var telle que Y (Q) = N*, avec (X, )nen+ €t Y indépendantes. On pose Z = — Z Xk

1. Montrer que, pour tout ¢ € R et tout v € N*, on a E (e"”1y_yy) =P(Y =v)e” = .

2. En déduire la loi de Z.

Soient n € N* et X1,..., X,, n var iid suivant chacune la loi de Cauchy C(0,1), i.e

de densité f(z) = , z € R et de fonction caractéristique ¢(t) = eI, t € R. On pose

m(1 4 2?)
Z Xj. Déterminer la loi de Y,,.
[yt
Soient n € N*, X1,..., X,, n var a densité indépendantes, Y une var suivant une
loi exponentielle, avec X1,..., X, et Y indépendantes. Montrer que
P (Y > Zxk> =[Pt > X,).
k=1 k=1
Soient (X, )nen+ une suite de wvar id suivant chacune la loi de Bernoulli B (§>
Y
et Y une var telle que Y (Q) = N, avec (X, )nen+ et Y indépendantes. On pose U = ZXk et
k=1

Y
V= Z (1 — X%) (avec la convention ZXk =0).
k=1 k=1

1. Dans cette question, on suppose que Y suit la loi de Poisson P(\) avec A > 0.
(a) Déterminer la loi de U, puis la loi de V.
(b) Déterminer la loi de (U, V).
(c) Montrer que U et V sont indépendantes.

2. Dans cette question, on suppose que U et V sont indépendantes et que Y admet un moment
d’ordre 1. On pose m = E(Y'). Soit ¢y la fonction caractéristique de Y.

C. Chesneau 8 TD n° 8



Université de Caen M1

it 1 2
(a) Montrer que, pour tout t € R, on a ¢y (t) = (goy (1 4 & 5 )) _

it 1 2m
(b) En déduire que, pour tout n € N* et tout ¢t € R, on a @y (t) = <g0y (1 + ¢ o )) )

(c) Montrer que Y suit la loi de Poisson P(m).

Soit (X,,)nen+ une suite de var telle que, pour tout n € N*, X, a pour fonction de
répartition:
1

xr+n

Fx, (2) = (1 - ) los((z), TER

1 n
Pour tout n € N*, on pose Y,, = — E Xi et Z, =sup(Xy,...,X,).
n
k=1

1. Montrer que (X, )nen+ converge en probabilité vers 0.

2. Montrer que, pour tout x > 0 et tout n € N*, on a

(555 t)

3. En déduire que (Y},),en+ ne converge pas en probabilité vers 0.

Soit (X, )nen+ une suite de var iid suivant chacune la loi de Cauchy C(0,1), i.e. de

densité f(x) = , ¢ € R. Pour tout n € N* et tout o € {1, 2,3}, on pose

(1 + 2?)
1
Yn(a) - ﬁ Sup(le cee 7Xn)

1. Montrer que (Y,(1)),cn+ converge en loi vers une var dont on donnera la loi.

2. Montrer que (Y,(2)) converge en probabilité vers 0.

neN*

3. Montrer que (Y;,(3)),cy+ converge presque stirement vers 0.

Soient U une war suivant la loi uniforme ([0, 1]) et V' une var suivant la loi de

1 1
Rademacher R (1) : P(V = —1) = 3 P(V=1)= 5 avec U et V deux var indépendantes. On

V
pose X = —.

VU

1. Déterminer une densité de X.
2. Déterminer le réel r tel que X admet un moment d’ordre 7.

3. Soit (X, )nen+ une suite de var iid suivant chacune la méme loi que X. Pour tout n € N*,

= 1
on pose S, = ZXk et W,, = —=25,.
P v
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(a) Pourquoi ne peut-on pas utiliser le théoréme central limite pour établir la convergence

en loi de (W),)pen+ 7
(b) Soit px, la fonction caractéristique de X;. Montrer que, pour tout t € R,

1- () =2 [T

dy.
1t y?

(c) Montrer que la fonction caractéristique de W, est, pour tout ¢t € R,

n

t2 o 1 —cos
ew,(t) = [1-2 / — (y)dy
nlin(n) 11 y
v/ nln(n)

o0 1 _
(d) En admettant que, au voisinage de u = 0, / ﬂ

1
dy ~ —=1In(|u|), étudier la

convergence en loi de (W,,)nens-

Soit (X, )nen+ une suite de var id suivant chacune la loi exponentielle £(1). Pour

n
X
tout n € N*, on pose Y,, =sup(Xy,...,X,) et Z, = ?k
k=1
1. Déterminer une densité de Y,
2 . % o Xn+1
2. Déterminer, pour tout n € N*, une densité de 1
n

3. Questions intermédiaire. Soient X et Y deux varindépendantes. Une densité de X est notée
fx et une densité Y est notée fy. Donner une densité de X + Y en fonction de fx et fy.
Xn+1

4. En utilisant le fait que, pour tout n € N*, on a Z,,.1 = Z, + P montrer que Y, et Z,
n

suivent la méme loi.

5. Calculer E(X;) et V(X;). Montrer que lim V(Y,,) = —.

n—00 3

Soient A > 0 et, pour tout n € N*, X, une var suivant la loi de Poisson P(nf).
X, —nb
1. Montrer que (n—) converge en probabilité vers 0.
n neN*

[nz]

i k
2. En déduire que ?}LIEO e Z (nk:') = Ljgoof(z), z € R.
k=0

Soit (X, )nen+ une suite de var #id centrées réduites telle que X;(Q2) = [—1,1].

Montrer qu’il ne peut pas exister des constantes A > 0 et 7 > 5 telles que, pour tout n € N* et

a>0,on a

> a) < Ae™™

(G
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Soit (V,,)nen+ une suite de var réduites. On suppose que (V},)nen+ converge en loi
vers une var V. Pour tout [ > 1 et tout x € R, on définit la fonction h; par h(z) = inf(z, ().

1. Question préliminaire. Montrer que, pour toute var Z admettant un moment d’ordre 1, on

a lim E (hi(Z)) = E(2).

1
2. Montrer que, pour tout n € N*, on a 0 < E(V,,) — E (h(V},)) < 7
3. Montrer que, pour tout n € N*,
1
E(V,) —E(V)| < 7 +|E(h(Vn) —E (V) |+ E(V) —E (hy(V)).

4. En déduire que
lim E(V,) =E(V).

n—0o0

5. Application. Soit (X,,)nen+ une suite de var iid centrées réduites. Pour tout n € N*, on pose
n

1
Su=) XpetV,=—I[5,|.
o v

(a) Montrer que (V;,),en+ converge en loi vers une var suivant la méme loi que |Z| ou Z
désigne une var suivant la loi normale N (0, 1).

2
(b) En déduire que lim E(V},) =1/—.

n— 00 m

Soit (X, )nen+ une suite de wvar iid admettant un moment d’ordre 2. On pose

n

n Sn '

m = E(X)) et 0 = V(X;). Pour tout n € N*, on pose S, = ZXk et Y, = —. Soit g une
k=1

fonction définie sur R dérivable au point m.

1. Montrer I'existence d’une fonction h vérifiant lin(l) h(z) = 0 telle que, pour tout n € N*, on
T—
a g(Yn) =g(m) + (Yo —m)g'(m) + (Yo —m)h (Y, —m).

2. Montrer que (v/n (Y, —m)h (Y, — m))neN* converge en loi vers 0.
3. Etudier la convergence en loi de (v/n (Y, —m) ¢ (m))neN*.

4. En déduire que (vn (g(Yy) — g(m)))neN* converge en loi vers une var suivant la loi normale

N (0, (g (m))? o?).

5. Application. Soit (X, )nen+ une suite de var iid suivant chacune la loi normale N (m,o?)

n Sn
avec m € R et 0 € R*. Pour tout n € N*, on pose S,, = ZXk et Y, =—.
n
k=1
(a) Etudier la convergence en loi de (v/n (arctan(Y;) — arctan(m)))neN*.

(b) Etudier la convergence en loi de (v/n (Y2 — m?))

neN**
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(¢) Retrouver le résultat de la question 5 (b) en remarquant que, pour tout n € N*,
Y:-m?= (Y, —m) (Y, +m).

Soient X7, X5 et X trois var iid centrées admettant un moment d’ordre 2. On
pose 02 = E(X?). On suppose qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que X; + X, et ¢X suivent la
méme loi.

1. Quelle est la seule valeur possible de ¢ ?

2. Montrer que la fonction caractéristique ¢px de X vérifie, pour tout n € N* et ¢t € R,

- (= (=)

3. Soit (Uy)nen+ une suite de var #id de loi commune la loi que X. On pose, pour tout n € N*,

271
1
Z Ux. Montrer que, pour tout n € N*, les fonctions caractéristiques de W,, et
k=1

Vo

X sont égales.

W, =

4. En déduire que X suit la loi normale A (0, 02).

Soit (X, )nen+ une suite de var iid telle que la loi de X est donnée par

1 n
(CEk k € NU{-1}. Pour tout n € N*, on pose S, = ZX’f'
‘ k=1

1. Questions intermédiaires. Soient A > 0 et (Up,)nen+ une suite de var #id suivant chacune la

loi de Poisson P(A). Déterminer, pour tout n € N*, la loi de Z Us.
k=1

2. (a) Déterminer la loi de X7 + 1.

k+n
(b) En déduire que, pour tout entier k > —n avec n € N, on a P (S, = k) = e_"( n+ Bl
n
1
(c) Montrer que lim P (S, <0)= 3
n—oo

n k n
n 1
d) Expliquer pourquoi, pour tout n € N*, on a e" = — 4+ n—u)" —e“du.
k!
: 0

nok
(e) Montrer que, pour tout n € N*, on a P (S, <0)=¢" Z %
k=0

(f) En déduire que, pour tout n € N*, on a / t"e tdt =n! (1 -P (S, <0)).
0
(g) Donner un équivalent de / t"e~"dt quand n — oo.
0

Soit (X, )nen+ une suite de var iid suivant chacune la loi exponentielle £(1). Pour

n
tout n € N*, on pose Y,, = HXk.
k=1
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1 n
1. Montrer que, pour tout € > 0, on a P(Y,, > ¢) < 7 (ﬁ) .
€

2. Etudier la convergence presque stire de (Y;,)nen--

Soit (X, )nen+ une suite de var suivant la méme loi avec X;(€2) C [0, oo et admettant
un moment d’ordre 1. Pour tout n € N*, on pose Y,, = sup(Xy, ..., X,).

1. Montrer que, pour tout n € N*, on a

E(ﬁ_oD :/Ooolp(yn > 1)dt.

n n
2. Montrer que, pour tout ¢ > 0 et tout n € N*, on a P(Y,, > t) < nlP(X; > t).

Y,
3. Montrer que (—) converge en L! vers 0.
neN*

Soient o > 1 et (X,,)nen+ une suite de var iid de densité commune

fx,(z) = az™* 1y o((2), 2 € R. Pour tout n € N*, on pose Z, = HXk'
k=1

1. Montrer que (Z,)n € N* converge en L! vers 0.

) In(Z,
2. (a) Etudier la convergence presque stire de (M> :
n neN*

(b) En déduire la divergence presque stre de (Z,)n € N*.
3. Soit 8 > 0. On définit la var M par M = inf,cy {Znﬂ > 60}.

(a) Montrer que P (M < o0) = 1.
(b) Montrer que, pour tout k € N*, on a {M =k} = {Zyy1 > €’ > Z,.}.

(c) Question intermédiaire. Soient X et Y deux var indépendantes. Une densité de X est
notée fx et une densité Y est notée fy. Déterminer une densité de XY en fonction de

Ix et fy.

(d) Montrer que, pour tout n € N*, une densité de 7, est

fz,(x) = ﬁa%“l (In(@)" "o (z),  z€R

(e) En déduire que M suit la loi de Poisson P(ad).

4. Soit (W, )nen—0,13 une suite de var telle que, pour tout n € N — {0,1}, une densité de W,
est
fw, (2) = nz™" 1 oo (z), z € R. On définit la suite de var (U,)nen—{0,1} par

U, = (n — 1) W, —n. Etudier la convergence en loi de (Un)nen—{o,1}-
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Soient A > 0, (X,,)nen+ une suite de var iid suivant chacune la loi de Laplace £(0, 1),
1
i.e. de densité f(x) = 56"““, x € R, et (N,)nen+ une suite de var telle que, pour tout n € N*, N,
suit la loi de Poisson P(n), avec (X, )nen+ €t (N,)nen+ indépendantes. Pour tout n € N*| on pose
0
1

Np,
Y, = — Z X}, (avec la convention ZXk =0).
V2n k=1

1. Déterminer la fonction caractéristique de X;.

2. Déterminer, pour tout n € N*, la fonction caractéristique de Y,,.

3. Etudier la convergence en loi de (Y},)nen-.

Soit (X, )nen+ une suite de var indépendantes telle que, pour tout n € N*, X, suit

la loi exponentielle £ | —
n

X
nln(n)

1. (a) Montrer que ( ) converge en probabilité vers 0.
neN*

(b) Etudier la convergence de la série Z P (X, > nln(n)).

n=1

(c) En déduire que < diverge presque siirement.

Xn
nln(n) /-
2. Pour tout n € N*, on pose Y,, = X, — [X,].

(a) En remarquant que, pour tout = € [0, 1] et tout n € N*, on a

{Y, <z} = U {k < X,, <z + k}, déterminer la fonction de répartition de Y.
k=0

(b) Etudier la convergence en loi de (Y},)nen--

Soit (X,,)nen+ une suite de var iid suivant chacune la loi uniforme ([0, 1]). Pour

n
tout n € N*, on pose Z, = HXk'
k=1

1. Pour tout n € N*, on pose W,, = (Zn)%.

(a) Etudier la convergence presque siire de (W, )nen-.

(b) En déduire la convergence presque sire de la série Z L.
n=1

2. Soit 6 > 0. On définit la var M par M = in£I {Zn+1 < e’a}.
ne

(a) Montrer que P (M < o0) = 1.
(b) Montrer que, pour tout k € N*, ona {M =k} ={Z, > e ¥ > Z,1}.
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(c) Question intermédiaire. Soient X et Y deux war indépendantes. Une densité de X
est notée fy et une densité Y est notée fy. Déterminer une densité de la var XY en
fonction de fx et fy.

(d) Montrer que, pour tout n € N*, une densité de Z,, est donnée par

fz,(x) = (=1 (—In())" " 1y (2).

(e) En déduire que la loi de M suit la loi de poisson P(6).

3. (a) Calculer V (In(Xy)).
(b) Montrer que
lim P (Z, <e™) =

1
n—o00 2°

Soient (p, q) €]0,1[%, (X,,)nen+ une suite de var iid suivant chacune la loi de Bernoulli
B(p) et (Yn)nen+ une suite de var iid suivant chacune la loi de Bernoulli B(q), avec (X,,)nen+ €t

(Y,)nen+ indépendantes. Pour tout n € N*, on pose S,, = ZXk et T, = ZXkYk.
k=1 k=1

1. Calculer, pour tout n € N*, C(S,,,T,).

) 1
2. Etudier la convergence presque siire de (—(T n— an)>
n neN*

. 1
3. Etudier la convergence en loi de (—(T n— an)> :
\/ﬁ neN*

Soient (X,,)nen+ une suite de var 4d suivant chacune la loi normale N'(0,1). Pour
n

1 B
tout n € N*, on pose Y,, = — g sin (2 — 3X}). Etudier la convergence presque stre de (Y}, )nen-
n
k=1

Soient (X,,)nen+ une suite de var iid suivant chacune la loi uniforme U(|[0, 1]). Pour

2n n
N 1 . (T 1 A LT
tout n € N*, on pose Y,, = o 521 sin <§Xk> et Z, = o g (Sln <§Xk> + sin (5(1 — Xk)>>

1. Comparer E(Y,,) et E(Z,).
2. Comparer V(Y,) et V(Z,).

On dit qu'une var X suit une loi stable si, pour toute suite de var iid (X,,)nen

avec X de méme loi que X, il existe deux suites (an), ey« €t (bn),cn- telles que, pour tout n € N,

n
les var Z X et a,X + b, suivent la méme loi.
k=1

1. Soit A > 0 et X une var suivant la loi exponentielle £ ()).

(a) Calculer, pour tout ¢ € R, E (e"¥X).
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(b) Montrer qu'il ne peut pas exister deux suites (an), - €t (bn) telles que, pour tout

t € R et tout n € N*, on a

neN*

(E (¢1X))" = e E (eitenX)
(c) Est-ce que X suit une loi stable 7

2. Soit Y une war suivant la loi normale N'(0,1). Est-ce que Y suit une loi stable ?

3. Dorénavant, on considére une var Z admettant un moment d’ordre 2. On suppose que Z a
une loi stable. On pose m = E(Z) et 0% = V(Z). Soit (Z,)nen+ une suite de var id avec Z;
de méme loi que Z.

n
(a) Montrer que, pour tout n € N*, Z X, et v/nX 4+ m (n—+/n) suivent la méme loi.
k=1

1 n
(b) Montrer que, pour tout n € N*, U,, = NG E (Zy —m) et Zy, —m suivent la méme loi.
n
k=1

(c) En déduire que Z suit la loi normale N'(m, o?).

4. Existe t’il des var continues non constantes suivant une loi stable non gaussienne ? Si oui,
donner un exemple précis.

Soient o > 1 et (X,)nen+ une suite de var indépendantes telle que, pour tout

1 a
n € N*| la densité de X, est fx, (x) = 571“6’" el e R.

1. On suppose que o > 1.

(a) Calculer, pour tout n € N*, P <|Xn\ > n_QTH).

a+1

(b) Montrer que, pour n suffisament grand, presque strement, | X, | <n~ 2 .

o
(c) Etudier la convergence presque stire de la série Z | X |-

n=1

) 1 <
(d) Etudier la convergence en loi de <\/ﬁ (— E X —E(X 1)) ) . Est-ce que le résul-
n
k=1

neN*
tat obtenu est en contradiction avec le théoréme central limite ?

(e) Soit (Y,)nen+ une suite de var indépendantes telle que, pour tout n € N*, la loi de Y,
est donnée par P(Y,, = 0) =1 —n"% P(Y, = n) = n~* Montrer que Z VXY,
converge presque stirement. i

2. On suppose que o = 1. On définit la suite de var (Z,)nen+ par Z, = inf(|Xq|,..., | Xn]).

(a) Montrer que, pour tout n € N* et tout x > 0,

_n(n+hz

P(Z, <z)=1—¢ "2
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(b) Montrer que la série Z P (Zn >

n=1

_3
n 2 ) converge.

o0

(c) Etudier la convergence presque stre de la série Z L.

n=1

Soit (X, )nen+ une suite de var centrées indépendantes. On suppose qu’il existe une

constante b > 0 telle que, presque stirement, on a sup,,cy-

= sup(|S], .

ZXk et M

par Cl

1. Montrer que, pour tout k € N*, E (S?1¢, )

2. Montrer que, pour tout n € N* et k € {1, ...

et Sk]-Ck

3. Montrer que, pour tout n € N* et tout k € {1,...

4. Montrer que, pour tout n € N* et tout k € {1,...

X,| <b. Pour tout n € N*, on pose

+1Sn])- Soit ¢ > 0. On définit la suite d’événements (Cj,), o
{M1>c} et, pour tout k > N —{0,1}, C, = {M)—1 < ¢ < M}.

< (c+b)*P(Cy).

, 1}, Sn

— S}, est indépendante des var 1¢,, Sk

,n},onak ((S, — Si)? 1c,) <E(S2)P(Ch).

,n}, on alE (Sk (Sn - Sk) 1Ck) =0.

5. Exprimer, pour tout n € N*, 'événement |J;_, C en fonction de M, et c.

6. Montrer que, pour tout n € N*, on a

E (Sﬁl{Mn>C}) - ZE (Szzlck) + ZE ((Sn - Sk)2 1Ck)

7. Montrer que, pour tout n € N*, on a E (S 1, <c})

| /\
’,:
|
~
=
V
&

8. En déduire que, pour tout n € N*, on a P (M, > ¢) > 1 — (b+¢)* (E(52)) .

9. En déduire que, si ZE(X,?) =

k=1

oo, alors

lim P (M, >c) = 1.

n—oo

Soit (X

S, = ZXk, Uy = (E (e
k=1

1. Montrer que, pour tout n € N*, u,, < 1.

1 3
_Snl{snzo})>n et a = Z_l

2. Montrer que, pour tout n € N*, u,, > (]E (e‘

n)nens une suite de var id centrées et réduites. Pour tout n € N*, on pose

g n—(1—0)
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3. Soit u €]0,1[. Montrer que

E <€*"_a5"1{sn20}> > (1= u)E (15,20 1(j5,1< - n(1-u)})
= 1-u)(P(S,>0)—=P(|Sy] > —In(1 —u)n®)).

Vvn
1
(b) En déduire que lim P (S, > 0) = 3
n—o0

5. (a) Calculer, pour tout n € N*, E(S,) et E (52).
(b) En déduire que, pour tout € > 0, on a lim P (|S,| > en®*) = 0.

n—o0

, S,
4. (a) Etudier la convergence en loi de (—) :
neN*

6. En déduire lim wu,.
n—oo

nX
Soit X une var a densité. Pour tout N*, on pose Y,, = u Montrer que (Y},)nens
n

converge en loi vers X.
Soit (X;)nen une suite de var d de densité commune f(x) = 2z1pq(x), v € R.

Pour tout n € N, on pose Y, = min {k: eN; X > e‘i}. Etudier la convergence en loi de

((1 _ e—ﬁ)yn)neN.

Soient p €]0,1[, (X,)nen+ une suite de var #d suivant chacune la loi uniforme
U([0,1]) et (Y,)nen+ une suite de var iid suivant chacune la loi de Bernoulli B(p), avec (X, )nen+ €t
(Y )nen+ indépendantes. Pour tout n € N*, on pose Z,, = Y,,—X,, et W,, = n (1 —sup(Z1, ..., Z,)).

1. Déterminer, pour tout n € N*, Z,,(2) et W, ().

2. Montrer que la fonction de répartition de Z; est donnée par
Fz () = 1+ 2)(1 = p)lj_9(z) + (1 = p+ pr) Lo (z) + Leof(x), z€R

3. Déterminer, pour tout n € N*, la fonction de répartition de W,,.

4. Etudier la convergence en loi de (W) ens.

Soit (X,,)nen+ une suite de var iid centrées réduites. Pour tout n € N*, on pose

Sn = zn:Xk et u, = ]P)({Sn > 0} N {Sgn < 0})

k=1
1. Question préliminaire. Soient (U, )nen+ €t (Vi)nen+ deux suites de var a densité vérifiant :

o pour tout n € N*, U,, et V,, sont indépendantes,

o (Up)nen+ €t (Vi)nen+ convergent en loi.

Montrer que ((Un, Vi)),en+ converge en loi vers un couple de var indépendantes.
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2. (a) Est-ce que, pour tout n € N*, les var S, et Sy, — S, sont indépendantes 7
. 1 1
(b) Etudier la convergence en loi de ((—Sn, — (Son — Sn)>) )
\/ﬁ \/ﬁ neN*

3. Question intermédiaire. On pose A = {(m,y) ER*| 2>0, y< —x}. Calculer 'intégrale

1 x2+y2
double K = —// e 2 dzdy.
21 A

4. Déterminer lim wu,,.
n—oo

Soit (X, )nen+ une suite de wvar iid centrées réduites. Pour tout n € N*, on pose

1 n
Y, = — X..

1. Etudier la convergence en loi de (Y;,),en-

2. Déterminer, pour tout n € N*, la fonction caractéristique de Ys, — Y,,.

w

. Montrer que (Y, — Y;,),,cn- converge en loi.

W

. Est-ce que (Y},)nen+ converge en probabilité ?
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