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Examen final

Probabilités et Statistique
Durée : 2h00 (de 09h00 & 11h00)

Seuls les stylos sont autorisés

Chaque candidat doit porter son nom dans le coin de la copie qu’il cachera par collage apres la signature de la

feuille d’émargement. Il devra porter son numéro de place sur chacune de ses copies ou intercalaires.

Exercice 1. (2 pts). Soient # €]0,1[ et X une var dont la loi est donnée par

Qk

P(X =K) = ~1mi =

k e N*.

1- Déterminer la fonction génératrice de X.

2- En déduire la valeur de E(X).

Exercice 2. (4 pts). Soient X et Y deux var iid suivant chacune la loi exponentielle £(1), i.e.

de densité
e’ six>0,
-]

0 sinon.

X
OnposeU:?etV:X+Y.
1- Déterminer (U, V')(Q).

x
2- Pour tout z > 0 et tout y > 0, on pose u = — et v =z + .
Y

a) Montrer que (z,y) = <1l—f ’l—lii )
u u

b) Montrer que le jacobien associé au changement de variables de la question 2-a) est

(Y

J(u,v) = Ata

3- Déterminer une densité de (U, V).

4- Montrer que U et V sont #d. Déterminer une densité pour U.



Exercice 3. (4 pts). Soient p €] — 1,1[ et (X,Y) un vecteur gaussien centré de matrice de
covariance
1
V= ( p) .
p 1

1- Montrer que (A, B) est un vecteur gaussien.

Onpose A=X—-2Y et B=X+Y.

2- Calculer la matrice de covariance de (A, B). Est-ce que A et B sont indépendantes 7

3- Déterminer la loi de A, et la loi de B.

Exercice 4. (3 pts). Soit (X,,),cy. une suite de var #d de densité commune :

f(x) = { 20 siz e |0,1],

0 sinon.

Pour tout n € N*, on pose

1- Etudier la convergence en loi de (W,,)pens.

— 2 1
2- Montrer que lim,, o, P (Xn < §> =5

Exercice 5. (3 pts). La hauteur maximale en metres de la crue annuelle d'un fleuve est une var

X de densité R
ZeTm siz > 0,
jo={ 5 52

0 sinon.

Soient n € N* et (Xj,...,X,,) un n-échantillon de X. Ici, @ > 0 est un réel inconnu que 'on
souhaite estimer a 'aide de (Xq,...,X,).

1- Déterminer 'estimateur du maximum de vraisemblance a,, de a.

2- Application. Une crue supérieure a 6 metres serait catastrophique. Pendant 8 ans, on a
observé les hauteurs de crue du fleuve en metres. Les résultats sont : 2,5;2,9:1,8 ;0,9 ;
1,7:;2,1;2,2;2,8. A partir de ces mesures, donner une estimation ponctuelle de a et une
estimation de la probabilité d’avoir une catastrophe une année donnée.



