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Exercice 1. (2 pts). Soient p ∈]0, 1[ et X une var suivant la loi de Bernoulli B(1− p) :

P(X = 0) = p, P(X = 1) = 1− p.

On pose Y = min(X2, 2X). Déterminer la loi de Y .

Exercice 2. (3 pts). Soient p ∈]0, 1[ et (Xn)n∈N∗ une suite de var iid suivant chacune la loi de
Bernoulli B(p) :

P(X1 = 0) = 1− p, P(X1 = 1) = p.

Pour tout n ∈ N∗, on pose

Sn =
n∑
i=1

Xi.

1- Déterminer, pour tout n ∈ N∗ et tout m ∈ {1, . . . , n}, la loi de Sm et la loi de Sn − Sm.
Est-ce que Sm et Sn − Sm sont indépendantes ?

2- Montrer que, pour tout n ∈ N∗, tout m ∈ {1, . . . , n}, tout k ∈ {0, . . . , n} et tout l ∈
{k, . . . , n},

P ({Sm = k}/{Sn = l}) =

(
m
k

)(
n−m
l−k

)(
n
l

) .

Exercice 3. (5 pts). On admet, et on utilisera si besoin est, la formule suivante : pour tout
b > a > 0, on a ∫ 1

0

xb − xa

ln(x)
dx = ln

(
b+ 1

a+ 1

)
.

Soient a > 0, b = e(a+ 1)− 1 et X une var de densité

f(x) =


xb − xa

ln(x)
si x ∈]0, 1[,

0 sinon.



1- Vérifier que f est bien une densité.

2- Calculer E(X) et V(X).

3- On pose Y = − ln(X).

a) Déterminer une densité de Y .

b) Calculer E(Y ) et V(Y ).

Exercice 4. (2 pts). Déterminer l’unique réel positif b tel que la fonction g définie ci-dessous
soit une densité :

g(x, y) =

{
be−(x−1)

2

si 0 ≤ x ≤ y ≤ 1,

0 sinon.

Exercice 5. (3 pts). Soient λ1 > 0, λ2 > 0 et X et Y deux var indépendantes telles que

• X suit la loi exponentielle E(λ1), i.e. de densité

fX(x) =

{
λ1e

−λ1x si x ≥ 0,

0 sinon.

• Y suit la loi exponentielle E(λ2), i.e. de densité

fY (x) =

{
λ2e

−λ2x si x ≥ 0,

0 sinon.

Déterminer une densité de X + Y en distinguant le cas λ1 6= λ2 et le cas λ1 = λ2.

Exercice 6. (5 pts). Soient ρ ∈] − 1, 1[ et (X, Y ) un couple gaussien centré de matrice de
covariance

V =

(
1 ρ

ρ 1

)
.

On pose

Z =
X − ρY√

1− ρ2
.

1- Montrer que (Y, Z) est un couple gaussien. Déterminer la loi de Y puis celle de Z.

2- Est-ce que Y et Z sont indépendantes ?

3- Calculer P(min(Y, Z) > 0).

4- On admet que, pour tout a ∈ R,∫ ∞
0

(∫ ∞
−ay

e−
x2

2 dx

)
e−

y2

2 dy = arctan(a) +
π

2
.

Calculer P(min(X, Y ) > 0).


