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Exercice 1. (4 pts). Soient p ∈]0, 1[, n ∈ N − {0, 1} et X1, . . . , Xn+1 n + 1 var iid suivant
chacune la loi de Bernoulli B(p) :

P(X1 = 0) = 1− p, P(X1 = 1) = p.

On pose

Yn =
n∏
i=1

Xi, Zn =
n+1∏
i=2

Xi.

1- Calculer P(Yn 6= Zn).

2- Calculer C(Yn, Zn).

Exercice 2. (4 pts). Soient λ > 0 et X une var suivant la loi exponentielle E(λ), i.e. de densité
:

f(x) =

{
λe−λx si x ≥ 0,

0 sinon.

On pose
Y = e−X .

1- Déterminer une densité de Y .

2- Calculer E(Y ) et V(Y ).

3- Calculer V(X + Y ).

Exercice 3. (4 pts). Soient X et Y 2 var iid suivant chacune la loi uniforme U([0, 1]), i.e. de
densité :

f(x) =

{
1 si x ∈ [0, 1],

0 sinon.

On pose
Z = X2 − Y.



1- Déterminer une densité de X2 et une densité de −Y .

2- Déterminer une densité de Z.

3- Calculer P(Z > 0).

4- Calculer E(Z) et V(Z).

Exercice 4. (4 pts). Soient θ > 1, et X et Y 2 var iid de densité commune

f(x) =

√
ln(θ)

2π
θ−

x2

2 , x ∈ R.

1- Reconnâıtre une loi usuelle pour X. Donner, sans calcul, E(X) et V(X).

2- Donner, sans calcul, la loi de X − 2Y + 1.

3- On pose
U = (2X + 3Y,X − 2Y + 1)t.

a) Montrer que U est un vecteur gaussien.

b) Déterminer l’espérance et la matrice de covariance de U .

Exercice 5. (4 pts). Soient (Xn)n∈N∗ une suite de var iid suivant chacune la loi uniforme
U([0, 1]), i.e. de densité :

f(x) =

{
1 si x ∈ [0, 1],

0 sinon.

Pour tout n ∈ N∗, on pose

Yn =
1

2n

2n∑
i=1

sin
(π

2
Xi

)
.

1- Étudier la convergence en probabilité de (Yn)n∈N∗ .

2- Étudier la convergence en loi de

(
Yn − E(Yn)

σ(Yn)

)
n∈N∗

.

3- Pour tout n ∈ N∗, on pose

Zn =
1

2n

n∑
i=1

(
sin
(π

2
Xi

)
+ sin

(π
2

(1−Xi)
))

.

a) Comparer E(Yn) et E(Zn).

b) Comparer V(Yn) et V(Zn).


