Lois discretes usuelles

Loi de Rademacher : X suit la loi de Rademacher R(a) & X () = {—a,a},

Espérance et variance :
E(X) =0, V(X) = d®

Loi uniforme (discréte) : X suit la loi uniforme U({m,...,n}) < X(Q) = {m,...,n},

P(X = k) = nﬂ%m ke {m,...n}
Quand m =1, X(Q)={1,...,n} et
P(X =k)=—, ke{l,...,n}
Espérance et variance pour le cas m =1 :
n+1 n?—1 s (1—3s"
E(X) = ‘; , V() =, G(s):n(1_8>.
Loi de Bernoulli : X suit la loi de Bernoulli B(p) < X () = {0, 1},
P(X=0)=1-p, P(X =1)=p.
Espérance et variance :
E(X) = p, V(X) =p(1 - p), G(s)=1—p+sp.
Loi binomiale : X suit la loi binomiale B(n,p) < X(Q) = {0,...,n},
P(X = k) = <Z)pk(1—p)”’_k, ke{0,...,n}.
(On a B(1,p) = B(p)).
Espérance et variance :
E(X) = np, V(X) = np(1 —p), G(s) = (1—p+sp)".
Loi hypergéométrique : X suit la loi hypergéométrique H(a + b,n, ;53) < X(Q) = {max(0,n —b),...,min(n,a)},
(1) () .
P(X =k) = W’ k € {max(0,n —b),...,min(n,a)}.
Espérance et variance : ) ;
na nabla+b—n
BX) = VX = (a—i—b()z(Jcrz—&-b—)l)'

Loi géométrique : X suit la loi géométrique G(p) & X (02) = N*,

P(X = k) =p(1 —p)*1, ke N*.

Espérance et variance :
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Loi de Pascal : X suit la loi de Pascal G(r,p) & X(Q2) =N—-{0,...,r —1},

P(X—k)—(f_i)pr(lp)kr, keN-{0,...,r —1}.
(On a G(1,p) = G(p)).
Espérance et variance : ( )
T r(l—p
E(X)=—, V(X) =
(X) , (X) 7

Loi binomiale négative : X suit la loi binomiale négative B4 (r,p) & X () =N,

k -1\ .
]P’(X:k;):( :il )p’(l—p)k, keN.
Espérance et variance :
r(l—p) r(l—p)
E X == B V X =
(X) , (X) e
Loi de Poisson : X suit la loi de Poisson P(A\) & X(Q) =N,
/\k
P(X:k):ge—& keN
Espérance et variance :
E(X) =\, V(X) = A, G(s) = eV
Approximations

e sia-+b>10n alors
a
H <a+b,n, M) NB(n,p)

e sip<0,1,n>31et np <5 alors
B(n,p) = P(np).
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Modélisation

Schéma d’urne :

e Tirages avec remise. Une urne contient N boules dont N7 sont blanches et No = N — Nj sont noires. On
effectue des tirages au hasard et avec remise.

— La v.axr. X égale au nombre de boules blanches obtenues en n tirages suit la loi binomiale B (n,p) avec

Ny .
]P’(X:k):(Z) <]X;>k(1_]]\g})_k ke{0,...,n}

p=7"
— La v.a.r. X égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir une boule blanche suit la loi géométrique
G (p) avec p = 2 :

N Nyl
PX=k=—"(1-— k € N*,
c=n=-3%(1-%)
— La v.a.r. X égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir  boules blanches, r € {1,..., N1}, suit la

loi de Pascal G (r,p) avec p = % :

P(Xk)(f_i) (%)(1%)16_ keN-{0,...,r—1}.

— La v.a.r. X égale au nombre de boules noires tirées avant d’obtenir 7 boules blanches, r € {1,..., Ny}, suit
la loi binomiale négative B4 (7, p) avec p = % :

P(X:k):(k;rif) (%)(1—%)16 keN.

o Tirages simultanés. Une urne contient N boules dont N; sont blanches et No = N — N7 sont noires. On tire
au hasard et simultanément n boules de 'urne. La v.a.r. X égale au nombre de boules blanches obtenues suit

la loi hypergéométrique ‘H (Nl + Ny, n, ﬁ) .
N1\ ( N2
P(X =Fk) = w7 k € {max(0, Ny),...,min(n, Na)}.

N
(n)
Répétition d’expériences : On répete, dans les mémes conditions, une méme expérience aléatoire au cours de laquelle
un événement A a une probabilité p d’étre réalisé.

e La v.ar. X égale au nombre de réalisations de I’événement A en n expériences suit la loi binomiale B (n,p) :

P(X = k) = (Z)pk(l—p)"_k, ke{0,...,n}

e La v.a.r. X égale au nombre d’expériences nécessaires pour obtenir une réalisation de A suit la loi géométrique

g(p):
P(X = k) =p(l —p)*t, k e N*.

e La v.ar. X égale au nombre d’expériences nécessaires pour obtenir exactement r réalisations de A suit la loi
de Pascal G (r,p) :

k—1
r—1

P(X—k)—( )pr(lp)kr, keN-{0,...,7r—1}.

e La v.ar. X égale au nombre de non réalisations de A avant r réalisations de A suit la loi binomiale négative
Bneg (Ta p) :

kE+r—1\ ,
]P’(X_k:)_( . >p(1—p)k, keN.
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Lois continues usuelles

Loi uniforme continue : X suit la loi uniforme U([a,b]) < X () = [a, ],

1 .
f(x): m Slme[a,b],
0 sinon.
Espérance et variance :
a+b (b— a)?
E(X)= X)=
=", v(x) =
Loi triangulaire continue : X suit la loi triangulaire Triong(a) < X (Q) = [—a, al,
1 .
toy{ wla-lel) sioe(-aa)
0 sinon.
Espérance et variance :
2
E(X) =0, V(X) = %
Loi parabolique : X suit la loi parabolique Pyrapor(a) < X () = [—a, a],
3,5 .
@) = @(a —z%) siz € [—a,al,
0 sinon.
Espérance et variance :
2
E(X) =0, V(X) = %

T 1 —2) sixeo,1],

sinon,
ot B(r,8) = [ 711 — t)*~'dt.
Espérance et variance :
E(X) = — V(X) = -
r+s’ (r+s)?2r+s+1)
Loi de Laplace : X suit la loi de Laplace L(a) & X(2) =R,
fla) = goe eR
) =goe e, T .
Espérance et variance :
E(X) =0, V(X) = 2a°.

Loi exponentielle : X suit la loi exponentielle £(A) < X (Q) = [0, o],

Espérance et variance :
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Loi Gamma : X suit la loi Gamma G(A\,m) < X(Q) = [0, 0],

)\m
m=le=Az g p > 0,

x
flz)=4{ T(m)
0 sinon,
ouI'(m) = [[7t™ te~ dt (on a T'(m) = (m — 1)! si m € N*).
Espérance et variance :
m m
(x)=", v(xX)= 1
Loi de Cauchy : X suit la loi de Cauchy C(u,\) & X(Q) =R,
A
= ]R-
o= e F
Espérance et variance :
E(X):_7 V(X):_

Loi de Pareto : X suit la loi de Pareto Py, (a,7,x0) < X(2) = [a + g, 0],

v+1
7 a4 siz>a+x
f(z) = a \x — o - 0
0 sinon.
Espérance et variance :
2
ya va
E(X)=——, V(X) =
W= N e
Loi normale : X suit la loi normale N'(u,0?%) & X(Q) = R,
flx) = L e~ <m2_%>2 reR
V2ro? ’ .
Espérance et variance :
E(X) = u, V(X) =2

Lorsque 4t =0 et 0 = 1, On dit que X suit la loi normale "centrée réduite”.

Loi du Chi-deux : X suit la loi du Chi-deux x?(v) & X () = [0, 00|,

]. v x
T z27le™2 siz >0,
fl@) =1 250(3)
0 sinon,
oul (§) = [Ttz tetdt.
Espérance et variance :
E(X) =v, V(X) = 2.

Loi de Student : X suit la loi de Student 7 (v) & X(Q) =R,
1 T

f(ac)\/ﬁr(g)) <1+xj>_2, zeR.

oll, pour tout € {4, %} onaT (o) = fooo te—le~tdt.

Espérance et variance :
v

+

v+1
2
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Loi de Fisher : X suit la loi de Fisher F(v1,12) & X () = [0, 00|,

1 ( VT ) 2 <1 N >V22 {2 >0
- siz >0,
f(x) = B4, 2)x \rnz+w na + vy -

0 sinon,

ot B4, %) = [ tF (1 —t)F L.

Espérance et variance :
203 (vy + vg — 2)
I/1(V2 — 2)2(1/2 — 4) '

E(X) = % V(X) =

Approximations

e sin>31, np>5etn(l—p)>>5alors
B(n,p) = N (np,np(1 — p)).

e si A > 15 alors
PA) = N\ N).
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