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~ Note ~

Ce document présente les principales formules brutes abordées dans le cours Probabilités et

Statistique du L3 de 'université de Caen. Notes importantes :

o On suppose acquis les concepts de base sur les ensembles. Par exemple, voir :

https://chesneau.users.lmno.cnrs.fr/notions-de-base.pdf

o Des points techniques ont volontairement été omis; f, g, h, g; désignent des fonctions sur
R ou R? ...ou R” selon le contexte; lorsqu'une quantité est introduite (dérivé, somme,
intégrale, espérance, variance ... ), il est supposé que celle-ci existe.

Je vous invite & me contacter pour tout commentaire :
christophe.chesneau@gmail.com

Quelques ressources en lien avec ce cours :

o Probabilités de Stéphane Ducay :
http://www.lamfa.u-picardie.fr/ducay/Accueil.html

o Introduction aux Probabilités de Arnaud Guyader :
http://www.lsta.lab.upmc.fr/modules/resources/download/labsta/Pages/Guyader/IntroProba.
pdf

o Eléments de cours de Probabilités de Jean-Francois Marckert :
http://eric.univ-1lyon2.fr/"ricco/cours/cours/La_regression_dans_la_pratique.pdf

o Probabilités et Statistiques de Alain Yger :
https://www.math.u-bordeaux.fr/ ayger/Proba6031.pdf

o Cours de Théorie des probabilités de Bruno Saussereau :
http://bsauss.perso.math.cnrs.fr/CTU-1314-SAUSSEREAU-THEORIE-DES-PROBABILITES. pdf

Bonne lecture!
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1 Dénombrement

1 Dénombrement

Notations Vocabulaire Notations Vocabulaire
%) ensemble vide AUB réunion de A et B
Q ensemble plein ANB intersection de A et B
{w} singleton de 2 A-B intersection de A et B
A partie de Q ANB=go A et B sont disjoints
weA w appartient & A ACB A est inclus dans B
A complémentaire de A dans (2 Ax B produit cartésien de A et B
Ensemble Définition A ={a,b}, B={b,c}, Q={a,b,c}
A {r e, z & A} {c}
AUB {r eQ; x€ Aouzx e B} {a,b,c}
ANB {r eQ; € Aet z € B} {b}
A-B {r eQ; € Aet z & B} {a}
Ax B {(z,y); x€ Aety € B} {(a,b), (a,c), (b,b), (b,c)}

(AUB)NC = (ANC)U(BNC),

<tJ‘Ak> NB= (](Akfjlgx
k=1 k=1

(ANB)UC = (AUC) N (BUC),

(ﬁﬁAk>LJE?=ifﬁ(AkLJB>

k=1 k=1
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1 Dénombrement

AUB=ANB, ANB=AUB

U Ap = ﬂ Ay, ﬂ A =
k=1 k=1

(Ak)keq1,...n} partition de Q < (Ag)pequ,...ny disjoints deux a deux et |J Ax = Q.
k=1

Le nombre des éléments d’un ensemble fini A est appelé cardinal de A. Il est noté Card(A).

Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B).

Card (CJ Ak) = Zn:(—n’f—lz ...> Card <u(i Aiu) :

k=1 k=1 (i1 it )€U

OflUk:{(il,...,’ik)E{l,...,n}k; i1 < - <ig}

Card(@) =0, ANB =@ = Card(AU B) = Card(A) + Card(B),

Card(A) = Card(CqA) = Card(Q) — Card(A), Card(A) = Card(AN B) + Card(AN B),
Card(A — B) = Card(A) — Card(A N B), A C B = Card(A) < Card(B),
Card(A x B) = Card(A) Card(B).

On considére une situation qui nous ameéne & faire un choix parmi n cas différents

et exclusifs : le cas 1, ou le cas 2.. ., ou le cas n. Si, pour tout k € {1,...,n}, il y a uj possibilités

n
pour le k-éme cas, alors le nombre total de possibilités est Y ug.

k=1
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1 Dénombrement

On considére une situation conjuguant k étapes : une étape 1, et une étape

2..., et une étape k. Si, pour tout ¢ € {1,...,k}, il y a n; possibilités pour la k-éme étape, alors
k

le nombre total de possibilités est [] n;.
i=1

Liste ordonnée d’éléments avec répétitions.
Liste ordonnée d’éléments sans répétition.
Arrangement de n éléments parmi n.

Partie d’un ensemble ; 'ordre n’est pas pris en compte.

Choix avec répétition sans répétition
avec ordre Listes : Arrangements :
(a,a) (a,b) (a,c) (a,b) (a,c)
(b,a) (b,b) (b,c) ¢9 (b,a) (b,c) ¢6
(c,a) (c¢,b) (c,0) (c,a) (c,b)
sans ordre | Combinaisons avec répétitions : Combinaisons :
[a,a] [a,b] [a,d] 6 (b {ac (o) }3
[b,b] [b,c] e, c]

Les permutations des éléments des 3 éléments de € sont : (a,b,c), (b,a,c), (a,c,b), (b,c,a),

(c,a,b), (¢,b,a). Il y en a 6.

Le nombre de listes possibles de k éléments parmi n est n*.

On appelle factorielle n 'entier :

n
n!:1><2><...><(n—1)><n:Hk.
i=1

On pose 0! = 1.

Le nombre de permutations de n éléments est n!.
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1 Dénombrement

On appelle nombre d’arrangements "k parmi n" lentier :

C’est le nombre d’arrangements possibles de k éléments parmi n.

On appelle coefficient binomial "k parmi n" 'entier :

(1) = o

Sik¢{0,...,n}, on pose (Z) =0.

n
Le nombre de combinaisons possibles de k éléments parmi n est ( k)

C. Chesneau 8



2 Calculs utiles

2 Calculs utiles

Propriétés du coefficient binomial :

T R A R

Formule du binéme de Newton :

Formule de Vandermonde :

> (") -(3")

Somme des n premiers entiers, de leurs carrés et de leurs cubes :

n

Zk— n+1)’ Zkz n+1)6(2n+1)’ Zk3:<n(n+

k=1

Somme des n premiers termes d’une suite géométrique :

1— xn-i—l ]
n — siz e R—{1},
Z 2k = 1—-2z
k=0 n+1 siz=1.
Série géométrique et ses dérivées :
(o9} o

o0
D> ot =

— 1—2x P (1—x)?’

Série géométrique et ses dérivées ; généralisation :

._\

Z T (- )mtD

k=m z=0

x €] —

(+)

D katl = 1 d k(k -1k = ——

1,1[.

1))2‘

C. Chesneau 9



2 Calculs utiles
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3 Espaces probabilisés et probabilités

3 Espaces probabilisés et probabilités

On appelle expérience aléatoire toute expérience dont on connait parfaite-

ment les conditions mais dont on ne peut pas prévoir l'issue. Elle est notée £.

On appelle univers d’une expérience aléatoire £ ’ensemble des issues possibles. Un univers

est noté (.
On appelle événement toute partie de I'univers (). Les événements sont notés par des
lettres majuscules : A, B, C'. ..

On dit qu’'un événement A se réalise (ou est réalisé) lors d’une expérience aléatoire si et seulement

si I'issue de cette expérience aléatoire appartient a A.

Notations Lire Vocabulaires
événement impossible
grand omega univers (ou événement certain)
w omega issue
{w} singleton omega événement élémentaire
A . événement
weA omega dans A | w est une réalisation possible de A
A A barre événement contraire de A
AUB A union B réalisation de A, ou B, ou les deux
ANB A inter B réalisation de A et B
A-B A privé de B réalisation de A et B
ANB=g . A et B sont incompatibles
ACB A inclus dans B A implique B

Toutes les opérations vues sur les ensembles sont aussi valables pour les événements. En parti-

culier, AUB =ANDB = "ni A, ni B se réalise" et ANB =AU B.

C. Chesneau 1 1



3 Espaces probabilisés et probabilités

(Ak)keqi,....n) forme un systéme complet d’événements <«

(Ak)keq1,...n) sont incompatibles deux & deux et (J Ay = .
k=1

On dit que A est une tribu de 'univers €Q si, et seulement si,
o Qe A,
o pour tout A € A, A€ A,
o pour toute famille d’événements (Ay)ren= tels que, pour tout k € N*, Ax € A, on a Ej A € A

k=1
Si Q est fini ou infini dénombrable, on prend A = P(2) (I’ensemble des parties de Q).

On appelle probabilité définie sur (€2,.4) toute application P : 4 — R telle que :
o pour tout A € A, P(A) € [0,1],
o P(Q) =1,

o pour toute suite d’événements (Ag)ren+ incompatibles deux a deux,

() - S
k=1 k=1

Si Q est fini, on peut remplacer le dernier point par : AN B = & = P(AU B) = P(A) + P(B).

Le réel P(A), prononcer "P de A", est la probabilité que I’événement A se réalise.

Soient €2 un univers fini ou infini dénombrable (comme,
par exemple, 2 = N), et 4 = P(Q) I'ensemble des parties de 2. Sil’application Q : A — R vérifie :

o pour tout w € Q, Q{w}) > 0,

o > Q({w}) =1,

weN

o pour tout A € A, Q(A) = Z Q({w}),

w€eA
alors Q est une probabilité définie sur (2,.4).

Le triplet (€2, A,P) est appelé espace probabilisé.

P(@) =0, ANB=2=PAUB)=PA)+P[B), PA) =1-PA),

P(A)=P(ANB)+P(ANB), AC B=P(A) <P(B).

C. Chesneau 1 2



3 Espaces probabilisés et probabilités

P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B).

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-PANC)-PBNC)+PANBNCQC).

P (;g Ak> = Zn:(—u’“—lz LY P ((k] Al-u) ,

k=1 (’il,...,ik)EUk u=1

OflUk:{(il,...,’ik)E{l,...,n}k; i1 <...<ig}

(Ak)kef1,....n} incompatibles deux a deux =

On a toujours

n—o0

Api1 C Ay = lim P(A,) =P ( Ak> :
1

A, C Apyy = lim P(A,) =P (U Ak> :
n—oo
k=1

Si aucun événement élémentaire n’a plus de chance de se réaliser que les autres,

on dit qu’il y a équiprobabilité.

C. Chesneau 13



3 Espaces probabilisés et probabilités

Si Q est fini et qu’il y a équiprobabilité, alors on peut considérer ’espace

probabilisé (2, P(£2),P), ot P désigne la probabilité uniforme définie par

~ Card(4)
P(A) = Card(©))’ Ae A

Nombre d’événements élémentaires formant A

Autrement écrit, on a P(A) = - )
(4) Nombre d’événements élémentaires formant €2

C. Chesneau 14



4 Probabilités conditionnelles et indépendance

4 Probabilités conditionnelles et indépendance

Probabilité (conditionnelle) de A sachant 2 : L’application Pp : A — [0, 1] définie par

_ P(ANB)

Pp(A) = BB AeA,

est une probabilité.

Le réel Pp(A), prononcer "P de A sachant B", est la probabilité que 'événement A se réalise

sachant que 'événement B est réalisé (avec P(B) # 0).

Retournement du conditionnement

Pp(A) = % = cPa(B), avec c¢= %

Formule des probabilités composées (a 'ordre 3) :

P(ANBNC) =PAPAB)P5(C).

Formule des probabilités totales

Formule de Bayes
_ PuBEA)
PA(B)P(A) + Px(B)P(A)

C. Chesneau 15



4 Probabilités conditionnelles et indépendance

Un arbre de probabilité est un schéma permettant de résumer une expé-
rience aléatoire. Il sert & calculer des probabilités. La construction d’arbre de probabilité avec

deux événements A et B est

Le vocabulaire associé est assez intuitif (branche, noeud, chemin. .. ).

Ainsi, la pondération de la branche allant du noeud A vers le nceud B est la probabilité que B
se réalise sachant que A est réalisé : P4(B). Cet arbre posséde les particularités suivantes :

o La somme des probabilités sur les branches d’un méme nceud vaut 1. Par exemple :

P(A) +P(A) =1.

o La "probabilité d'un chemin" (P(A N B), P(AN B)...) est le produit des probabilités de ses
branches. Par exemple : P(AN B) = P4(B)P(A).

o Conséquence de la formule des probabilités totales : La probabilité qu’un événement se réalise est

la somme des probabilités des chemins qui y aménent. Par exemple : P(A) = P(ANB)+P(ANB).

P ((n] Ak> = P(A;) ﬁpi_l (A)).
k

" Ay
=1 =2 k:Ql

C. Chesneau 16



4 Probabilités conditionnelles et indépendance

(Ak)re(t,...,n) Systeme complet d’événements =

P(B) = 3 Fa, (BP(A)
k=1
(Ak)reqi,....n) systéme complet d’événements =

PA(BP(A)
3 B, (BJB(4)

Pp(A;) =

o

A et B indépendants <

P(ANB) =P(A)P(B) < Pp(A)=P(A) & Pu(B)="P(B).

A et B indépendants < A et B indépendants < A et B indépendants <

o

A et B indépendants

-----

o (Ak)keq1,..ny indépendants <« pour tout I C {1,...,n},

P <ﬂ Ak> = HIP’(Ak,).

kel kel

N

Dorénavant, on suppose construit un espace probabilisé ({2, A,P) adapté a ’expé-

rience aléatoire sous-jacente.

C. Chesneau 17



5 Variables aléatoires réelles (var) discrétes

5 Variables aléatoires réelles (var) discrétes

Une var X est une application X : @ — R telle que, pour tout
reR {X<z}={we; X(w)<z}eA
Le support d’une var X est ’ensemble des valeurs atteintes par X.

I1 est noté X (92).

La loi d’une var X est la probabilité Px définie par

Px(A) =P(X € A) =P({w € Q; X(w) € A}), ACR.

o On appelle var discréte toute var prenant un ensemble de valeurs fini, ou infini dénombrable.

o La loi d’une var discréte X est donnée par
P(X = k), ke X(),

ou P(X = k) désigne la probabilité que I'événement {X =k} = {w € Q; X (w) = k} se réalise.

Y PX=k=1, PXeD)= > PX=k).

kEX(Q) keEX (Q)ND

On adopte la notation : X ~... & X suit laloi...

Loi uniforme de Bernoulli binomiale géométrique | de Poisson
paramétres n € N* p €]0,1] n € N* p €]0,1] p €]0,1] A>0
X~ U{l,...,n}) B(p) B(n, p) G(p) PN
X(Q) (ke {1,...,n} {0,1} {0,...,n} N* N
P(X = k) % psik=1 <Z>p’“(1 —p)" | p(1 = p)Ft 6”2]:

C. Chesneau 18



5 Variables aléatoires réelles (var) discrétes

qr, k € D, caractérise la loi d'une var discréte < g, > 0, et

ZQk =L

P probabilité uniforme =-

ke X(Q).

X et Y suivent la méme loi & X(Q)=Y(Q) et

ke€]—o0,2]NX(Q)

Pour tout k € X(2), on a

ou k, est la plus grande valeur de X (Q2) vérifiant k. < k.

E(X)= Y KP(X=k).
kEX(Q)

o E(a) = a,
0 X(9) C (0,00 = E(X) >0,
o E(aX +b) =aE(X) + 0,

C. Chesneau 19



5 Variables aléatoires réelles (var) discrétes

o E(aX?+bX +¢) = aE(X?) + bE(X) + c.

my =E(XP)= Y KPX =k).
keX(Q)

o V(X) >0,
o V(X)=0 & X est une var constante,

o V(aX +b) = a®V(X).

X~ fU{L,...,n}) | Blp) B(n,p) | G(p) | P(N)
E(X) n—2|— ! D np ]19 A
n? — —
V(X) B ! p(1—=p) | np(l—p) 1p2p A
o(X) =V V(X)

Pour tout € > 0, on a

P(X —E(X)| 2 9 <

2

V(X)

20

C. Chesneau




5 Variables aléatoires réelles (var) discrétes

kEX(Q)
k—1

G'(s) =E(Xs*Y, G'(s)=EXX-1)s2), GW(s)=E (H(X - z)sX_k>
=0

o Si X(Q) C N et
G(s) = Zaksk,
k=0

alors X(Q) ={k € N; a; # 0} et la loi de X est donnée par
P(X = k) = ag, ke X(Q).

o Si X(Q) C N, alors X(Q) = {m € N; G(™(0) # 0} et la loi de X est donnée par

ke X(9).

X et Y suivent la méme loi < Gx(s) = Gy(s) pour

tout s € [—1,1].

X~ U{l,....n}) B(p) B(n,p) G(p) P(N)
Gle) Z(lf_f) Lp(s = 1) | 0 pls =) | g | Y

C. Chesneau 2 1



6 Lois discrétes usuelles

6 Lois discrétes usuelles

X suit la loi de Rademacher R(a),a >0 < X(Q)={—a,a},

Espérance et variance :

X suit la loi uniforme U({m,...,n}), (m,n) €Z*>, m<n &

X(Q)={m,...,n},

P(X =k)= k
(X=bW=—a  ke{m....n)
Quand m =1, X(Q)={1,...,n} et
P(X =k)=—, ke{l,...,n}.
Espérance et variance pour le cas m =1 :
E(X)—n+1 V(X)—n2_1
2 12

X suit la loi de Bernoulli B(p), p €]0,1] & X(Q) ={0,1},

P(X=0)=1-p, P(X =1)=np.

Espérance et variance :

C. Chesneau 22



6 Lois discrétes usuelles

X suit la loi binomiale B(n,p), n € N*, p €]0,1] & X(Q)={0,...,n},

P(X =Fk) = (Z)pk(l —p)"*  kefo,...,n}.

(On a B(1,p) = B(p))-

Espérance et variance :

E(X)=np,  V(X)=np(l-p).

X suit la loi hypergéométrique H (I, m,n), (I,m,n) € (N*)? &

l m
P(X = k) (’“()W(LL—)’“) ,  ke{o,....n}.
Espérance et variance :
nl nlm(l +m —n)
E(X) = V(X) = .
(X) I+m’ (X) (I+m)?2(l4+m—1)

X suit la loi géométrique G(p) < X(Q2) = N*,

Espérance et variance :

X suit la loi de Pascal G(r,p), r e N*, p€]0,1] & X(2)=N-{0,...,r—1},

P(X = k) = <l::1)pr(1—p)k_r, keN—{0,....r—1)}.

C. Chesneau 23



6 Lois discrétes usuelles

Espérance et variance :

X suit la loi binomiale négative Byeq(r, p), r € N*, p €]0,1] & X(Q) =N,

k -1
Espérance et variance :
r(1—p) r(1—p)
E X == y V X =
(X) p (X) p

X suit la loi de Poisson P(A\), A >0 < X(Q) =N,

AE

P(X:k):ﬁe 5

ke N.

Espérance et variance :

H(l,m,n) =~ B(n,p),

o Sin > 31 et np < 10, alors
B(n,p) = P(np).

C. Chesneau 24



7 Modélisation

7 Modélisation

Tirages avec remise. Une urne contient N boules dont N; sont blanches et No = N — Nj sont
noires. On effectue des tirages au hasard et avec remise.
o La var X égale au nombre de boules blanches obtenues en n tirages suit la loi binomiale

B (n,p) avecp:% :

P(X = k) = <Z> <]Xf1>k <1— ?\?)n_k ke{0,...,n}.

o La var X égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir pour la premiére fois une boule

blanche suit la loi géométrique G (p) avec p = % :

N N k—1
IP’(X:k):N1<1—N1> . keN-.

o La war X égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir r boules blanches,

r€{l,..., N1}, suit la loi de Pascal G (r,p) avec p = % :

P(X =k) = <’::i> <JJ\G><1—]]\\T;>k_ keN-{0,...,r—1}.

o La war X égale au nombre de boules noires tirées avant d’obtenir r boules blanches,

r € {1,..., N1}, suit la loi binomiale négative Byeq (r,p) avec p = 41

P(X = k) = (k:if) (%)(1-%)19 k€ N.

Tirages simultanés. Une urne contient N boules dont N; sont blanches et No = N — N7 sont

noires.

C. Chesneau 25



7 Modélisation

On tire au hasard et simultanément n boules de l'urne. La var X égale au nombre de boules

blanches obtenues suit la loi hypergéométrique H (N1, Na,n) :

() (5

)

On répeéte, dans les mémes conditions, une méme expérience aléatoire

P(X = k) = ke{0,...,n}.

au cours de laquelle un événement A a une probabilité p d’étre réalisé.
o La var X égale au nombre de réalisations de I'événement A en n expériences (indépendantes)

suit la loi binomiale B(n,p) :

n
P(X =k) = <k>pk(1 —-p)"*  kefo,...,n}
o La war X égale au nombre d’expériences (indépendantes) nécessaires pour obtenir une réalisa-

tion de A suit la loi géométrique G (p) :
P(X =k)=p(1-p* '  keN.

o La wvar X égale au nombre d’expériences (indépendantes) nécessaires pour obtenir exactement
r réalisations de A suit la loi de Pascal G(r,p) :

P(X:k):(f:il)pT(l—p)kT, kEeN-{0,...,r—1}.

o La var X égale au nombre d’expériences (indépendantes) nécessaires pour que A ne se réalise

pas avant r réalisations de A suit la loi binomiale négative Byeq(r, p) :

k+r—1

]P’(X:k:):( o

)p?"(l -pk kel

C. Chesneau 26



8 Couples de var discrétes

8 Couples de var discrétes

Soient X et Y deux war. On appelle couple de var I'application (X,Y) : Q — R?
vérifiant (X,Y)(w) = (X (w),Y (w)), w € Q.

Le support d’un couple de var (X,Y") est 'ensemble des valeurs at-

teintes par (X,Y). Il est noté (X,Y)(Q).
La loi d'un couple de var (X,Y) est la probabilité P(x y définie par

Pixy)(A) =P((X,Y) € A) =P({w € O (X,Y)(w) € A}), A C R%

o On appelle couple de var discrétes tout couple de var (X,Y) prenant un ensemble de valeurs
fini, ou infini dénombrable. Dés lors, X est une var discréte et Y aussi.

o La loi d’'une couple de var discrétes (X,Y") est donnée par
PUX =i} n{Y =j}),  (i,j) € (X,Y)(D).

On la présente parfois sous la forme d’un tableau quand cela est possible.

Y B(x=iin{y =) =1, BXY)eD)= S5 PUX=in{y =j})

(1,)e(X,Y)(©) (i,7)e(X,Y)(@)ND

i j, (i,7) € D, caractérise la loi d’un couple de var discrétes < ¢; ; > 0 et

> aii=1

(i,5)€D
P probabilité uniforme =

Card{X =} n{Y =j})

PUX =i} {Y = j}) = (@) @)

e (X,Y)(9).
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8 Couples de var discrétes

. . Pry—j} (X = )P(Y = j),
Pix—iy (Y = §)P(X =), (i,7) € (X, Y)(Q).

Fla,y) =PUX <2} {Y <y}),  (v.y) € B2

o Ona X(2) = U {ie R PUX =i} N {Y = j}) £ 0},
JjER
la loi de X est donnée par

P(X=i)= > PUX=in{Y=j}), ieX(Q).

o OnaY(Q)=U{jeR PU{X =i} n{Y =j}) # 0},
i€ER
la loi de Y est donnée par

P(Y=j)= > PU{X=in{Y=j}), jeY(Q.
i€X(Q)

X et Y indépendantes < (X,Y)(Q) = X(2) x Y(£) et, pour
tout (i, 7) € (X, Y)(®),

P({X = i} N{Y = j}) = B(X = )B(Y = j).

o S'il existe (ig,jo) € (X,Y)(Q) tel que P{X =io} N{Y = jo}) # P(X = io)P(Y = jo), alors

X et Y ne sont pas indépendantes.




8 Couples de var discrétes

o Sl existe deux suites de réels positifs (a;);cx(q) et (bj)jey (o) telles que

P{X =i} n{Y =j}) = a;ib;, Y ai=1, > ob=1,
iEX(Q) JEY ()
alors X et Y sont indépendantes, et la loi de X est donnée par P(X =) = a;, i € X(2) et la
loi de Y est donnée par P(Y = j) =b;, j € Y(Q).
o X et Y indépendantes = P({X € D1} N{Y € D3}) =P(X € D1)P(Y € Dy).
o X et Y indépendantes = g¢(X) et h(Y') indépendantes.
On dit que X et Y sont id quand elles sont

"indépendantes et identiquement distribuées". La mention "identiquement distribuées" signifie

"suivent la méme loi".

X~ B(p) B(mi, p) P(\) G(p)

Xl +X2 ~ 8(27]9) B(ml +m27p) P()‘l +)\2) g(va)

E(g(X,Y)= > > g, )P{X =i} n{Y = j}).

(45 €(X,Y)()

E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y).

IE(XY)| < VE(X?)VE(Y?).
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8 Couples de var discrétes

X et Y indépendantes =

En particulier, E(X*Y™) = E(X®*)E(Y™).
Si (X, Y)(©) C 2,

G(s,t) =E(s*t") = > Y $SPUX =i} n{Y =j}), (s,t)€[-1,1]~

(45 €(X,Y)()

0*G

G(s,1) = Gx(s), G(1,t) = Gy (1), G(s,8) = Gxiy(s), E(XY) = ye

(1,1).

o Si (X,Y)(Q) C N2 et

G(s,t) = Z Z amsitj,

i€K jeL

alors (X,Y)(Q) ={(¢,4) € K x L; a;; # 0} et la loi de (X,Y) est donnée par

PUX =i} {Y =j}) = aiy,  (i,J) € (X,Y)().

o Si (X,Y)(Q) C N? alors (X,Y)(Q) = {(z’, j) € N2 2496 ) + 0} et la loi de (X,Y) est

donnée par

1 9otHG

P{X =i} n{Y =j}) = ﬁm( ,0),

(,4) € (X, Y)(Q).

X et Y indépendantes < G(s,t) = Gx(s)Gy(t) pour

tout (s,t) € [—1,1]%

C(X,Y)=E(X —EX))(Y —E(Y))) =E(XY) —E(X)E(Y).
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8 Couples de var discrétes

V(X) C(X,Y)
CY,X) V()

V(X 4+Y) =V(X)+ V(Y) +2C(X,Y).

C(X,
C(X,a) =
C(aX +b,¢Y +d) = acC(X,Y),

[¢]

V) =C(Y, X),

o

o

o}

C(aX +bY,cU +dV) = acC(X,U) + adC(X,V) 4+ bcC(Y,U) 4+ bdC(Y, V),
C(X.Y)] < o(X)o(¥).

(¢]

Les principaux parameétres d’un couple de var (vecteur colonne)
U = (X,Y)! sont son espérance : Eo(U) = (E(X),E(Y))!, et sa matrice de covariance 3.
X et Y indépendantes =
o C(X,Y) =0,
o V(X+Y)=V(X)+ V().

Si C(X,Y) =0, on ne peut rien conclure sur I'indépendance des var X et Y.

On a p(X,Y) € [-1,1]. Plus |p(X,Y)] est proche de 1, plus la dépendance linéaire entre X et YV’

est forte.
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9 Vecteurs de var discrétes

9 Vecteurs de var discrétes

Soient X7y,..., X, n var. On appelle vecteur de var lapplication (Xi,...,X,) :
Q — R” vérifiant (X1,...,X,)(w) = (X1(w),..., Xp(w)), w € Q.
Le support d’'un vecteur de wvar (Xi,...,X,) est 'ensemble des

valeurs atteintes par (Xi,...,X,). Il est noté (X1,..., X,)(£2).

La loi d'un vecteur de var (X1i,..., X;) est la probabilité Py, . x,) dé-

finie par P(x,, . x,)(4) =P((Xy1,..., Xn) € A) =P({w € Q; (Xy,...,Xyn)(w) € A}), ACR"

o On appelle vecteur de var discrétes tout vecteur de var (Xi,...,X,) prenant un ensemble de
valeurs fini, ou infini dénombrable. Dés lors, pour tout i € {1,...,n}, X; est une var discréte.

o La loi de (X7i,...,X,) est donnée par

P (ﬂ{x,- = ui}> s (U, un) € (X1 X0)(9).

=1

>z (Q)P <z‘ﬁl{Xi B Ui}> -

(ul,...,un)E(Xl,...,Xn)

P((X1,...,X,) €D) = > ]P’(ﬂ{Xi:ui}>.
=1

(U1, tin ) E(X1,.... Xn ) (2)ND

Qur,uns (Uls...,up) € D caractérise la loi d’'un vecteur de var discrétes <
Quy,...,un >0et Z . Z Quy,....un = 1.
(U1seestn )ED

La loi de X est donnée par

P(Xlzul): ZZ P(ﬁ{XZ:’U,Z}> s Ul EXl(Q).
)@ \i=1

(U2yevestin ) E(X 25000, Xy

On définit de la méme maniére les lois marginales des autres var Xo, ..., X,.
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9 Vecteurs de var discrétes

La loi de (X7, X2) est donnée par

P({Xi=w}n{Xo=wh)= 3.3 P(H{Xz:ui}), (w1, u2) € (X7, X2)().
n)(Q)  \i=1

(u37"'7u7b)e(X37"'7X

On définit de la méme maniére les lois d’autres vecteurs de var.

F(ml,...,ajn):}P’(ﬂ{Xini}), (xl,...,xn)eR".

i=1

Si (X1,...,Xn)(Q) C N,

n
G(s1,...,8,) =E <H s;XZ> ) (81,...,8n) € [-1,1]"
i=1
n
X1,...,X, indépendantes < pour tout (uy,...,u,) € [ Xi(R2)
i=1
et tout I C {1,...,n},
iel iel
o Si(Xi,...,X,)(Q) n’est pas un ensemble produit, alors X1, ..., X,, ne sont pas indépendantes.
n n
o Xi,...,X, indépendantes = P (ﬂ{Xl c Dl}> = H]P’(XZ- eD,).
i=1 i=1

o Xi,...,X, indépendantes = g¢1(X1),...,gn(X,) indépendantes.
o Xi,...,X, indépendantes = ¢(X1,...,X,) et h(Xg41,...,X,) indépendantes.

E(g(X1,...,Xn)) = > glur,. . up)P (ﬂ{xz- = ui}> :
Un )€ i=1

(u,..., (X100, X0n)(82)
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9 Vecteurs de var discrétes

X1,...,X, indépendantes =

E (H gi(Xi)> = HE(gi(Xi))'
i—1 i—1

X; ~ B(p) B(mg,p) P(Ni) G(p)

V(X)) C(X1,X3) ... ... C(X1,X)
C(X2, X1)  V(X2) ... ... C(XX)
3N =
C(Xp_1, Xn)
CXp, X1) oo e V(X))

n q n q
i=1 j=1

i=1 j=1

n n n n n i—1
E ( XZ-> => E(Xy), |V (Z Xi) =D V(X) +2) ) X, X;).
=1 ]

i=1
X1,..., X, indépendantes =

\% (Zn: Xi> = ZH:V(Xi).

Les principaux paramétres d’'un vecteur (colonne) de var
X = (Xy,...,X,)! sont son espérance : E,(X) = (E(X1),...,E(X,))!, et sa matrice de cova-

riance X.
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10 Convergences de suites de var discrétes

10 Convergences de suites de var discrétes

(Xn)nen+ est une suite de var discrétes indépendantes < toute

sous-famille finie extraite de (X,,)nen+ est une famille de var discrétes indépendantes.

Une suite de var discrétes (X, )nen+ converge en probabilité vers X
& pour tout € > 0, on a

lim P(|X,, — X| >¢€) =0.

n—oo

Soit (X, )nen+ une suite de var iid discrétes admettant un moment

d’ordre 2. Pour tout n € N* on pose

Alors (X,,)nen+ converge en probabilité vers E(X7).
Soit (X, )nen+ une suite de var discrétes.
(Xn)nen+ converge en loi vers X < li_>m P(X, =k) =P(X = k) pour tout k € X(Q) &
n o

pour toute fonction g : R — R continue bornée, on a lim E(g(X,)) = E(9(X)) <

n—oo

lim Gx,(s) = Gx(s), s € [-1,1].

n—o0

(e]

Convergence en probabilité vers X =- convergence en loi vers X.

o}

Convergence en probabilité vers 0 < convergence en loi vers 0.

l
etn <

o Sip=

, alors

l
l+m

H(l,m,n) = B(n,p),

e}

Sin > 31 et np < 10, alors

B(n,p) =~ P(np).
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11  Calcul intégral

11 Calcul intégral

On appelle primitive de f : [a,b] — R toute fonction F' telle que

o Pour tout ¢ € R, F' + ¢ est une primitive de f.
o Soient F' une primitive de f et G une primitive de g. Alors, pour tout (A, u) € R% \F + uG

est une primitive de Af + pug.

f(x) x® \}5 - e In(z)
ot PRt
F(x) g 2x In(|z|) - zln(zr) —x
f(x) a® cos(z) sin(x) tan®(z) + 1 - 21
sin”(x)

F(x) Ina(iL) sin(x) — cos(x) tan(x) — cotan(z)

f(z) tan(x) cotan(z) ! ! S
12 | i | i

F(z) | —In(]cos(z)]) | In(|sin(x)|) | arctan(z) | arcsin(x) arccos(z)

Soit u : [a, b] — R une fonction dérivable dont la dérivée est

continue. Alors une primitive de g(x) = «/(x) f(u(zx)) est
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11  Calcul intégral

x au (z)(u(z))* ! w(z) u'(x) o (x)et(®)
f(=) (z)(u(z)) ") (o) (z)
F(z) (u(z))® 2y/u(x) In(|u(z)]) eu(e)

x u'(2) sin(u(z u'(z) cos(u(x u'(z u'(@)
f(z) (@) sin(u(z)) () cos(u(z)) o | 1 W@
F(z) — cos(u(z)) sin(u(x)) arcsin(u(x)) | arctan(u(z))

o On appelle intégrale de f sur [a,b] le réel

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

o On adopte la notation "crochet" : [F(x)]% = F(b) — F

b
[ f@ds = (F@): = FO) - Fo).

0 /abf(a:)dx _ —/baf(:v)d:v.

0 / F(z)dz =0,

o Linéarité de l'intégration :

/ab (Af(x) 4+ g(x)) de = /\/abf(x)dx + /abg(x)d;p,

o Relation de Chasles : pour tout ¢ €]a, b, on a

/a ) = / " f(@)dz + / " (.

Soient w :

dont les dérivées sont continues.

[a,b] = R et v :

[a,b] — R deux fonctions dérivables

. Chesneau

37



11  Calcul intégral

o Intégration par parties :

o Changement de variable :
b u~1(b)
[ t@de= [ sty
a u~1(a)

On dit alors que l'on a fait le changement de variable : = u(y) (ou y = u~!(x)). Ainsi,
on remplace x par u(y), donc dx = d(u(y)) = «/(y)dy et on ajuste les bornes d’intégration :
r=a & y=ul(a)etz=b & y=u"1(h).

Soit f une fonction positive. Alors

b
o pour tous @ < b, on a / f(z)dz > 0.

o pour tout [¢,d] C [a,b], on a /d f(z)dx < /bf(a:)dx.

Si f est continue et de signe constant sur [a, b], alors

b
/ f(z)dz = 0 si, et seulement si, f(z) = 0, pour tout = € [a, b].
a

/ab f(x)dx

Inégalité de Cauchy-Schwarz :

o

pour tous @ < b, on a

b
< / f(@)lde < (b—a) sup |f(z).

z€la,b]

(¢]

< \/ / b<f<x>>2d:c\/ / (o) 2d

[ s

(e]

Si f est paire sur [—a,al, i.e. f(—x) = f(z) pour tout x € [—a,a], alors on a

_a f(z)dx = Q/Oaf(:v)d$.

(¢]

Si f est impaire [—a, al, i.e. f(—z) = —f(z) pour tout x € [—a,a], alors (si existence) on a

' f(z)dz = 0.

—a
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11  Calcul intégral

e}

| #ayds = i ef()

/ boo flaydz = lim_ / fa

pour tout ¢ € R, on a / f(z)de = / f(z)dx +/ f(x)dx

o}

e}

o

o0
1
L’intégrale I(a) = / — dux existe si, et seulement si, o > 1.

e}

L’intégrale J (/8 / —dx existe si, et seulement si, g < 1.

Les principaux résultats présentés dans ce chapitre s’étendent aux fonctions continues par mor-
ceaux avec des primitives par morceaux, i.e. F' est dérivable sur [a, b] sauf, éventuellement, en un

nombre fini de points et on a F'(z) = f(z) sauf, éventuellement, en un nombre fini de points.

o Les intégrales doubles vérifient les mémes propriétés que les intégrales simples (linéarité, rela-
tion de Chasles...),

o La plupart du temps, le calcul des intégrales doubles consiste a exprimer ces intégrales en une
série d’intégrales simples calculables.

o Lorsque toutes les fonctions mises en jeu sont intégrables, si le domaine d’intégration est défini
en adéquation, 'ordre des intégrations n’a pas d’importance.

En outre : /_Z (/_Z f(:zt,y)dac) dy = /_Z </_Z f(x,y)dy) dz.

En intégrant sur D = {(z,y) € R% 0<z<y<1},ona

/01 </Oyf(1:,y)da:) dy:/ol </:f(l,,y)dy> .

o Changement de variable en coordonnées polaires : en faisant le changement de variable : (z,y) =

(rcos(@),rsin(f)), avec (r,0) €]0, 00[x[0, 27], on a

//Df(w,y)dxdyZ/ . f(rcos(0),rsin(0))rdrdd,

ot D désigne un domaine défini en fonction de (x,y) et D* son analogue avec (r,6).
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12 Variables aléatoires réelles a densité

12 Variables aléatoires réelles a densité

On appelle densité toute fonction f : R — R vérifiant :
o pour tout z € R, f(z) >0,
o0
o / f(x)dx = 1.
—0o0
On dit qu’une var X est a densité s’il existe une densité f telle que, pour tous a < b,

on a

Pla< X <b) = /bf(a:)dx.

On dit alors que X est de densité f ou X posséde la densité f ou f est une densité de X. La loi

de X est caractérisée par f.

Si X posséde la densité f, alors elle posséde d’autres den-
sités. En effet, si g est est une fonction égale & f sauf en quelques points alors g est aussi une

densité de X.

P(X=a) | P(X<b) | P(X>a) P(a < X < b)

0 /boof(a;)d:c /aoo f(z)dx /boo f(x)dx — /(; f(z)dx

Ainsi, pour tout @ € R, on a P(X = a) = 0 (en cela, le comportement d’une var a densité différe

radicalement de celui d’une var discréte). On peut donc remplacer les inégalités larges par des

inégalités strictes : P(a < X <b) =Pla< X <b)=Pla< X <b)=Pla< X <b) ...

Flz) =P(X < 2) = /_ fydt, zeR.
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12 Variables aléatoires réelles a densité

La fonction de répartition caractérise la loi de X ; pour tous a < b, on a

Soit F' la fonction de répartition d’une var X de densité f. Alors X () est 'adhérence de

P(a < X < b) = F(b) — F(a).

{z e R; F(x) €]0,1[}.

Si {x € R; f(z) # 0} est un intervalle ou R (ce qui est souvent le cas), alors X () est aussi

l'adhérence de {z € R; f(x) # 0}.

o

(e]

o F' est croissante,

Loi uniforme exponentielle gamma, normale
paramétres || (a,b) € R%, a <b A>0 m>0,A>0 peER o>0
X~ U([a, b)) E(N) L'(m, ) N(p,0?)

X(9) a,] 0,00 0,00 R
1 AT 1 (@—p)?
T )\e—)\m xm—le—kw e 202
1) b—a '(m) V2mo?

pour tout z € R, F(z) € [0,1],

F' est continue sur R,

lim F(z)=0et lim F(z) =1.

T—r—00

T—r00

Soit X une var a densité de fonction de répartition F'. Alors

une densité f de X est donnée par

pour tout € X () sauf les points ot F' n’est pas dérivable, et par ce qu’on veut ailleurs (du

moment que f reste une densité).

f(2) = F'()
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12 Variables aléatoires réelles a densité

X et Y suivent la méme loi < Fx(z) = Fy(x) pour tout x € R & fx(z) = fy(z)
pour tout z € R sauf, éventuellement, en un nombre fini de points.
X est symétrique < X et —X suivent la méme loi.
X posséde une densité f paire = X est symétrique.
Ezemple : une var X suivant la loi normale N'(0,1), i.e. de densité : f(z) = t=e~ 7, z € R,
est symétrique car f est paire.
X symétrique = P(X < —z)=1-P(X <x), z €R,

P(|X|<z)=2P(X <z)—1,2>0.

(e]

E(a) = a,

e}

X(Q) C[0,00] = E(X) >0,

o

E(aX +b) = aE(X) + b,

(¢]

E(aX? +bX + ¢) = aE(X?) + bE(X) + c.

7%:Emm:/mﬁﬂ@m.

—00
Si, pour toute fonction continue bornée g : R — R, on a
E(g(X)) =E(g(Y)), alors X et Y suivent la méme loi.

X est symétrique = pour toute fonction g : R — R impaire (si

existence) E(¢g(X)) = 0.
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12 Variables aléatoires réelles a densité

o V(X) >0,
o V(X)=0 & X est une var constante,

o V(aX +b) = a®?V(X).

X~ | Ut | €0 | Tm) [ Mo?)
B | L™ u
V(X) (bI;)Q % % o’

Soit h : R —]0, oo[ une fonction croissante. Pour tout € > 0, on a

E(h(1X1))
P(|X|>¢€) < e

Pour tout € > 0, on a

V(X)

P(X —E(X)| =€) < —3

€

L(t) = E(e!) = /00 el f(x)de, teR.

—0o0
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12 Variables aléatoires réelles & densité

Transformée de Laplace et ses dérivées :
L'(t) = E(Xe™),  L'(t) =E(X2%Y),  LW(t) = B(XFeX).

Propriétés :

E(X)=L'(0),  V(X)=L"(0) - (L'(0))*

Transformée de Laplace et égalité en loi © X et Y suivent la méme loi < Lx(t) = Ly (t) pour

tout t € R.

Fonction caractéristique :

[e.e]

o(t) = E(eX) = / e f(z)de, teR.

—00

Exemples :

X~ |l U(lad]) | €Y | T(m,A) | N, o?)

eitb _ eita A L
ith—a) | A—it | —im

2
; 2t
elt,u—o 5

o(t)

Fonction caractéristique et densité :

f(zx) ! /OO o(t)e " dt, x e R.

21 J_
Fonction caractéristique et ses dérivées :

o(t) = iE(XeitX), o'(t) = —E(X2eitX), go(k)(t) _ ikE(XkeitX).

Fonction caractéristique et égalité en loi © X et Y suivent la méme loi < ¢x(t) = ¢y (t) pour

tout t € R.
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13 Lois a densité usuelles

13 Lois a densité usuelles

X suit la loi uniforme U([a, b]), (a,b) €R%, a <b & X(Q) = [a,b],

1
5 si z € [a,b],
fla)y=4""1
0 sinon.
Espérance et variance :
a+b _ (b—a)?
E(X) = 5 V(X) = T

X suit la loi triangulaire Trigng(a), a >0 < X(Q) = [—a,al,

1
—(a—|z]) siz€[-a,ad],
fle) =4
0 sinon.
Espérance et variance :
2
E(X)=0, V(X)= %

X suit la loi parabolique Pyrapor(a), a >0 < X(Q) = [—a,al,

3
1 3(a2 —2?) six€[—a,ad,
fla)=4{ "
0 sinon.
Espérance et variance :
2
a
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13 Lois & densité usuelles

X suit la loi béta B(r,s), (r,s) €]0,00?> & X(Q)=[0,1],

1 -1 -1
(1 —2)° sixzel0,1],
f(z) = B(r, s)
0 sinon,
ot B(r,s) = [i 7711 —t)>dt.
Espérance et variance :
r rs
(X) r+s’ (X) (r+s)2(r+s+1)

X suit la loi exponentielle E(A), A >0 <

X(Q) = [07 OO[,
Ae ™™ siz >0,
flx) =
0 sinon.
Espérance et variance :
1 1
EX)=- V(X)=—.
(X)=7 VX) =5

L gmlem AT g > 0,

0 sinon,

ou I'(m) = [[°t™ te7tdt (on a T'(m) = (m — 1)! si m € N*).

Espérance et variance :
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13 Lois & densité usuelles

Espérance et variance :

E(X)=0, V(X)=2d%
X suit la loi de Cauchy C(u, \), p e R, A >0 < X(Q) =R,

A

o= wy 758

Espérance et variance : elles n’existent pas.

X suit la loi de Pareto Pq(a,, o), (a,7) €]0,00[%, 10 € R < X () = [a+zq, 0],

y a y+1
( ) si x> a+ xo,

fa) =4 @ \e =0
0 sinon.
Espérance et variance :
E(X)= " tasiy>1, V(X) e siy > 2
= To Sl 7y ) = 17y .
v-1 (v —=1)*(v-2)

X suit la loi normale N'(i1,02), p €R, 0 >0 & X(Q) =R,

1 _(ﬂﬁ—u)2
= e 202 z € R.

f(x)_\/w )

Espérance et variance :

Lorsque =0 et o0 = 1, on dit que X suit la loi normale "centrée réduite".

X suit la loi du Chi-deux x%(v), v >0 & X(Q) = [0, 00|,
r3 e sigx >0,

0 sinon,

ou I (%) = [tz e tdL.

47
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13 Lois & densité usuelles

Espérance et variance :
E(X)=v, V(X) = 2v.

X suit la loi de Student T(v), v >0 & X(Q) =R,

olt, pour tout a € {4,421}, onaT (a) = [j7t* le  dt.

Espérance et variance :

E(X)=0, V(X)= ”251u>2.

X suit la loi de Fisher F(vy,vs), (v1,v2) €]0,00[? :

X(92) = 10,00,

M‘S

ou B(4, %) = [l t2 11— )T at.
Espérance et variance :

202 (v + vy — 2)
E(X) = i 2 V(X)=—-2 i 4.
(X) 5 sive >2, ( (s — 92 — 1) si vy >

48
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14 Retour sur la loi normale

14 Retour sur la loi normale

Rappel : La var X suit la loi normale N'(u,02), 4 € R, o > 0, si elle posséde la densité :

f( ) 1 _(@-w? cR
x) = e 202 x .
V2mo?

La loi normale est particuliérement intéressante car
o elle modélise correctement de nombreuses mesures physiques pouvant prendre une infinité de
valeurs (avec les décimales) : poids, tailles, durées, vitesses. ..
o elle est une loi limite universelle. Cela découle du théoréme central limite présenté plus loin.
Le graphe de f est symétrique par rapport & p. Celui-ci est en forme de "cloche" plus ou

moins arrondie selon les valeurs de o. Ce graphe a

o un point maximum de coordonnées : (z.,y.) = (i, f(1)) = (,u, \/2;7),
o deux points d’inflexion de coordonnées
1
(20,90) = (1= 0. fu = 0)) = (11— 0. e 8 ) et

(21,01) = (1 + 0, f(n+0)) = (1 + 0, e ).

Exemples de densités : loi normale

04

0.3

0.2

0.1

0.0
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14 Retour sur la loi normale

X ~N(p,0%) =

Ainsi, u est la valeur moyenne de X et o mesure la dispersion des valeurs de X autour de u.

La var X suit la loi normale centrée réduite A (0, 1) si elle posséde

la densité :

—_
M

flx) = me_%, z eR.

On a E(X) =0, d’ou le "centrée", et V(X) =1, d’out le "réduite".

Comme une densité de X est paire, X est symétrique. Cela implique :
o pour tout z € R, on a P(—X <z)=P(X < z),
o pour tout z € R, onaP(X < —z) =1—-P(X < x),
o pour tout x > 0, on a P(|X| <z)=2P(X <z)—1,
o pour toute fonction impaire g (si existence) on a E(g(X)) = 0.
X ~N(u,0?) =
o X +b~N(u+b,0?), aX ~ N(au,a’0?) et aX +b~ N(ap+ b,a’s?),

o on a
_X-un
N o

Z ~N(0,1).

Ainsi, la transformation opérée par Z a centrée et réduite la var X. Cette transformation est

souvent utilisée en pratique.

X ~N(p,0%) =

Plp—40 <X <pu+4o)~1.

Ainsi, la plupart des réalisations d'une var X ~ N (u,0?) sont contenues dans l'intervalle

[ — 4o, 1+ 4o].

C. Chesneau 50



14 Retour sur la loi normale

X ~N(0,1) = pour tout k € N, on a

k
E(x*) =]J@i-1), EX*M)=o.
1=1
X ~N(0,1) = la fonction de la répartition
de X est

t2
e zdt, z eR.

F@%:Mng%:/z !

oo V2T
OnaF(z)=F(y) & z=uy,et f(z)=F(z), z € R.
La fonction F' ne peut pas s’écrire sous une forme analytique, sans intégrale. C’est pourquoi on
utilise une table de valeurs associée donnant F(z) avec z € [0;3,99] et = z1 + 2 (voir la[tabl¢]
page T3

Sin > 31, np>5et n(l —p) > 5, alors on a
B(n,p) = N(np,np(1 — p)).
En outre, avec X ~ B(n,p) et Y ~ N (np,np(1 — p)) et une correction de continuité,
o pour tout k e NyonaP(X <k)~PY <k+0,5),P(X >k)~P(Y >k—0,5) et

P(X =k)~P(k—0,5<Y <k+0,5),
o pour tout (ki,k2) € N? tel que k1 < ko, on a
P(k1 < X < k) =P(k1 — 0,5 <Y < kg +0,5).

Si A > 15, alors on a P(\) & N (\,\).
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15 Couples de var a densité

15 Couples de var & densité

On appelle densité (bidimensionnelle) toute fonction f : R? — R
vérifiant :
o pour tout (x,y) € R?, f(z,y) >0,
/ / f(z,y)daxdy = 1.
On dit qu’un couple de var (X,Y) est a densité s’il existe une densité f

telle que, pour tout D C R?, on a

memeDwa/Af@wmw,

(x est associé & X et y est associé 4 Y).
On dit alors que (X,Y") est de densité f ou (X,Y) posséde la densité f ou f est une densité de
(X,Y). La loi de (X,Y) est caractérisée par f.

Pour tous a < b, ¢ < d et toutes fonctions

g:R—Ret h:R — R telles que g(z) < h(z), z € R, on a

P{a< X <b}n{c<Y <d})= /(/fa:yd:n)dy,

o}

e}

b h(zx)
P({a <X <b}n{g(X) gygh(X)}):/ (/() f(fﬂay)dy> dx,
a g(x

00 h(x)
P(g(X) <Y < h(X)) = / (/ f(w,y)dy> da.

-0 ()

(¢]

Fla,y) =P{X <2} {Y <y}),  (v,y) € B2

On a Fy(z) = lim F(x,y), x € R, et Fy(y) = H_}m F(z,y),y € R.
X o

Yy—0o0

Soit F' la fonction de répartition d’un couple de var (X,Y) de densité f. Alors (X,Y)(£2)
est Padhérence de {(z,y) € R?; F(z,y) €]0,1[}.

C.
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15 Couples de var a densité

Si {(z,y) € R?%; f(x,y) # 0} est un ensemble d’aire non nulle "sans points ou courbes isolés" (ce
qui est souvent le cas), alors (X,Y)(f2) est aussi 'adhérence de {(z,y) € R?; f(z,y) # 0}. De
plus, X (£2) est adhérence de I'ensemble des z vérifiant f(x,y) # 0 pour tout y € R, et Y () est

I’adhérence de 'ensemble des y vérifiant f(x,y) # 0 pour tout =z € R.

Soit (X,Y’) un couple de var a densité de fonction de répar-

tition F. Alors une densité f de (X,Y’) est donnée par

82
f@9) = ()

pour tout (z,y) € (X,Y)(Q2) sauf les points of F' n’est pas différentiable, et par ce qu'on veut

ailleurs (du moment que f reste une densité).

o Une densité de X est

fx(z) = /_ f(z,y)dy, zeR.

o Une densité de Y est

fy(y) :/ f(z,y)dz, y e R.

o Si f(x,y) = f(y,x) pour tout (z,y) € R? sauf, éventuellement, sur un ensemble d’aire nulle,
alors X et Y suivent la méme loi; une densité de Y est fy(y) = fx(y), y € R.

X et Y indépendantes < (X,Y) posséde la densité produit :

fx @) fy(y), ie. flx,y) = fx(@)fy(y) pour tout (z,y) € R? sauf, éventuellement, sur un en-

semble d’aire nulle (impliquant (X,Y)(2) = X(Q) x Y(Q)) & F(z,y) = Fx(z)Fy(y) pour

tout (z,y) € R? < pour tous a < b, ¢ < d,

PHa< X <bjn{c<Y <d})=Pla<X <bHP(c<Y <d).

o Si (X,Y)(Q) n’est pas un ensemble produit, i.e. on ne peut pas écrire (X,Y)(Q) = I x J avec

(I,J) CR?, alors X et Y ne sont pas indépendantes.
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15 Couples de var a densité

o S'il existe deux fonctions g : R =+ R et h: R — R telles que

alors X et Y sont indépendantes, une densité de X est g et une densité de Y est h.
o X et Y indépendantes = P{X € D1} N{Y € Dy}) =P(X € D1)P(Y € D).

o X et Y indépendantes = ¢(X) et h(Y) indépendantes.

On dit que X et Y sont #id quand elles sont
"indépendantes et identiquement distribuées". La mention "identiquement distribuées" signifie

"suivent la méme loi".

(théoreme du changement de wvariable) Soient (X,Y) un couple de var de densité fix )y, et

¢: (X, Y)(Q) =2 Rety: (X,Y)(2) = R deux fonctions. On considére le couple de var :
(U, V) = (¢(X,Y), (X, Y)).

On suppose que g(z,y) = (¢p(x,y),¥(z,y)) est injective et qu’il existe deux fonctions

h:R? = X(Q) et k:R? — Y (Q) différentiables telles que

u:qb(ﬂs,y), th(u,v),
v=1(z,y), y = k(u,v).

Soit J(u,v) le jacobien associé a (x,y) = (h(u,v), k(u,v)) défini par le déterminant :

dh oh

%(u7 U) v (’U,, ’U) P P 9 9
h k k h
J(U,'U)— —%(u,v)%(u,v)f%(u,v)%(u,v).

Alors une densité de (U, V) est donnée par

f(U,V) (uv U) = f(X,Y)(h(ua U)v k(uv U))|J(ua U)|7 (U, U) € R

C. Chesneau 54



15 Couples de var a densité

(produit de convolution)

fxsy () = (fx = fr)(z / fx(u)fy (z —u)du reR.
On a aussi fx4y(z) = (fy * fx)(z), z € R.
X~ E(N) L'(m;, A) N (i, 07) X2 (i)
X1+ Xo~ | D(2,A) | D(my+mao,A) | N+ p2,0f 4+ 03) | x*(v1 +v2)
En particulier, toute var définie comme une combinaison linéaire de 2 var indépendantes suivant

chacune une loi normale suit une loi normale
z € R.

= [ st (5) e

fxy(z

x) = /_00 fx (ux) fy (u)|uldu, z € R.

o Loi du Chi-deux : X et Y 4id avec X ~ N (0,1) =

X2 +Y2~ $3(2).

o Loi de Student : X et Y indépendantes avec X ~ N (0,1) et Y ~ x*(v) =

X
v

T(v).

%\N

95
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15 Couples de var a densité

o Loi de Fisher : X et Y indépendantes avec X ~ x2(11) et Y ~ x?(1n) =

X

o VQX

vy F

¥~ = — V1,12).
VX Z/1Y ( ) )
2

E(g(X,Y))Z/_OO /_OO 9(x,y) f(z,y)dzdy.

Si, pour toute fonction continue bornée g : R? — R, on a

E(g(X,Y)) =E(g(U,V)), alors (X,Y) et (U, V) suivent la méme loi.

E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y).

[E(XY)| < VE(X?)VE(Y?).

X et Y indépendantes =

En particulier, on a E(X*Y™) = E(X®")E(Y™).

C(X,Y)=E(X —EX))(Y —E(Y))) =E(XY) - E(X)E(Y).
o[ VO cxy)
cv,X) V() )

V(X +Y) = V(X) + V(Y) + 2C(X,Y).
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15 Couples de var a densité

C
C

o

V) =C(Y, X),

(X,

(X,a) =

o C(aX +b,¢Y +d) =acC(X,Y),
(

o}

(e]

C(aX +bY,cU + dV) = acC(X,U) + adC(X, V) + beC(Y,U) + bdC(Y, V),

o}

IC(X,Y)| < o(X)a(Y).

X et Y indépendantes =

[¢]

(C(Xa Y) =0,

o

V(X +Y) =V(X)+ V().

C(X,Y)=0 = on ne peut rien dire sur 'indépendance de X et Y.

On a p(X,Y) €] — 1,1]. Plus |p(X,Y)| est proche de 1, plus la liaison linéaire entre X et Y est

forte.

Les principaux parameétres d’'un couple de var (vecteur colonne)
Z = (X,Y)! sont son espérance : Eo(Z) = (E(X),E(Y))!, et sa matrice de covariance X.
Soient Z un couple de var (vecteur colonne) d’espérance p et de matrice de covariance
3, A une matrice a 2 lignes et 2 colonne, ¢ un vecteur colonne a 2 composantes et W = AZ + c.
Alors
o Despérance de W est pu, = Ap + ¢,

o la matrice de covariance de W est 3, = AN AL

o Soient X et Y deux var. Alors (X, Y)! est un couple gaussien < pour tout (a,b) € R2—{(0,0)},
la var aX + BY suit une loi normale.
o Un couple gaussien (X,Y)! est caractérisé par son espérance u et sa matrice de covariance .

La loi de (X,Y)! est notée No(u, 2).

Si (X,Y)! est un couple gaussien, alors X et Y suivent des lois normales.

C.

Chesneau 5 7



15 Couples de var a densité

Si (X,Y)! est un couple gaussien alors X et Y indépendantes <
C(X,Y)=0.
Soit (X, Y)! ~ Na(p, X) avec
= (p1, p2)"-

o Sidet(X) > 0, alors (X,Y)! posséde la densité :

1

27m/det(X)

La fonction caractéristique de (X,Y)! est

1 —
e~ 2 (@Y —p2) 87 (@ y—p2)" (z,y) € R

flz,y) =

o

o(s,t) = ei(ul7M2)(57t)t*%(87t)2(3:t)t7 (s,t) € R2.
L p

Soit (X, Y )t ~ Na(u,X) avec = (0,0)! =09 et ¥ = , p €] —1,1[. Alors
p 1

o

(X,Y)! posséde la densité :
1 1 2,2
fla,y) = e A ) (z,y) € R?,

2my/1 — p? ’

la fonction caractéristique de (X,Y)! est

e}

os,t) = e 2P HH20st) (g 4y e R2,
Soient Z = (X,Y)! ~ No(p, ) et W = (U, V) avec

U=aiX+0Y +ec,
V =a X + bY + co.

aq b1
En posant A = et ¢ = (c1,c0)t, on peut écrire W = AZ + c et

az bo

W~ No(Ap 4+ ¢, ALAY).
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16 Vecteurs de var & densité

16 Vecteurs de var & densité

On appelle densité (n-dimensionnelle) toute fonction f : R® — R

vérifiant :
o pour tout (x1,...,z,) € R", f(z1,...,2,) >0,
/ / flxy,...,xp)dxy ... dxy = 1.

On dit qu'un vecteur de var (Xi,...,X,) est & densité s’il existe une

densité f, telle que, pour tout D C R™, on a

P((Xl,..., GD / /f.l‘l,..., dacl .dzy,.

On dit alors que (X7q,..., X)) est de densité f ou (Xi,...,X,) posséde la densité f ou f est une

densité de (Xi,...,X,). Laloi de (X3,...,X,) est caractérisée par f.

F(l’l,...,xn)zp<ﬂ{X@'§$i}>, (1‘1,...,1‘n)ERn.
=1

Soit F' la fonction de répartition d’un vecteur de var (X1, ..., X,) a densité.

On définit (X7, ..., X,,)(Q) par 'adhérence de {(z1,...,2,) € R"; F(x1,...,2,) €]0,1[}.

Une densité de X7 est donnée par

le(xl):/ / flx1, ..., xp)dze ... dxy, r1 € R.
—0o0 —0o0

On définit de la méme maniére des densités pour d’autres var Xo, ..., X,.

Une densité de (X1, Xs) est don-

née par

f(Xl’X2)(x1,a:2):/ / f(xl,...,xn)d:cg...dxn, ($1,$2) €R2.

. Chesneau 5 9



16 Vecteurs de var & densité

On définit de la méme maniére des densités d’autres vecteurs de var.
X1,...,X, indépendantes < (Xi,...,X,) posséde la densité

n
produit : [] fx,(x:), i.e
i=1
n

f(xlv"' 71;71) = Hsz(xl)

i=1
pour tout (zy,...,x,) € R™ sauf, éventuellement, sur un ensemble de volume nul (impliquant

(X1, X)) (Q) = X1(Q) X oo X Xn(Q)) & Flan,...,an) = ﬁlFXi(xi)

pour tout (z1,...,2,) € R" & pour tous a; < b;, i € {1,...,n},

P (ﬁ{ai <X; < bi}) = ﬁp(ai <X < by).
i=1

i=1

o

Si(X1,...,X)(R2) n’est pas un ensemble produit, alors X7y, ..., X, ne sont pas indépendantes.

n n
X4,..., X, indépendantes = P (ﬂ{XZ € DZ}> = H]P’(XZ- eD,).
i=1 i=1

(¢]

o Xi,...,X, indépendantes = g¢1(X1),...,gn(X,) indépendantes.

o Xi,...,X, indépendantes = ¢(X1,...,X,) et h(Xg41,...,X,) indépendantes.

E(g(Xl,...,Xn)):/_oo /_OO g(x1y ... xn) f(z1,. .. xp)dey . . day,.

X1,...,X, indépendantes =

E (H gi(Xi)> = [ E(g:(X2)).
i=1

=1

C. Chesneau 60



16 Vecteurs de var & densité

Ainsi, toute var définie comme une combinaison linéaire de n var indépendantes suivant chacune

une loi normale suit une loi normale.

n
Xi,..., Xy did, X; ~ N(0,1) = 3 X2~ x2%(n).
=1

V(X))  C(X1,X3) ... ... C(X1,Xn)
C(X2,X1)  V(X2) ... ... C(X2,Xp)
5 .
C(Xn_1, Xn)
CXp X1) oo e V(X))

n n n n n i—1
E(Z}Q) => E(X), V(Z}Q) ZV +2ZZ(C (Xi, X;).
i=1 i=1 j

X1,..., X, indépendantes =

n

n q q
ZaiXi,ij}/j = ZZ“ZbJC(X“YJ)
i=1 j=1

i=1 j=1
Les principaux paramétres d’'un vecteur (colonne) de var
X = (X1,...,X,)" sont son espérance : E,(X) = (E(X3),...,E(X,))!, et sa matrice de cova-
riance 3.
Soient Z un vecteur de n var d’espérance u et de matrice de covariance ¥, A une matrice
a n colonnes et ¢ lignes, ¢ un vecteur colonne a ¢ composantes et W = AZ + ¢. Alors
o l'espérance de W est p. = Au + c,

o la matrice de covariance de W est 3, = AN AL
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16 Vecteurs de var & densité

90(t1, o ,tn) — E(eithl—l—...—f—itan)
oo o . .
= / .. / eZt1X1+"’+’t"X"f(XL_”’Xn)(xl, coyxp)dry .. dy, (t1,...,t,) € R™
—00 —0o0
o (Xi,...,X,)" est un vecteur aléatoire réel gaussien (vecteur gaussien) (vecteur colonne) <
toute les combinaisons linéaires de X1, ..., X, suivent une loi normale :

n
pour tout (ag,...,an) € R™ —{(0,...,0)}, > a;X; suit une loi normale.
i=1
o Un vecteur gaussien X = (X71,...,X,,)! est caractérisé par son espérance u et sa matrice de

covariance Y. La loi de X est notée Ny, (1, X).

Si (X1,...,X,)! est un vecteur gaussien, alors, pour tout i € {1,...,n}, X; suit

une loi normale.
Si (Xi,...,X,)" est un vecteur gaussien alors X; et X; indépendantes
& C(X;,X;) =0.
Soit (X1, ..., Xpn)! ~ Np(u, X) avec
= (pa1s- - pin)"

o Sidet(X) > 0, alors (X7,...,X,)" posséde la densité :

1 —1 t
—5(x1—p1,ey@n— Y2711, Tn—
f(:Cl?"')xTL) — e 2( 1—H1 n Mn) ( 1—HM1 n H/n) ,

(x1,...,2,) € R™.

o La fonction caractéristique de (X1,..., X,)! est
O(t1, ... tn) = ei(ul7--~7Md)(t1,-~-7tn)t—%(t17-~-7tn)2(t17-~-7tn)t’ (t1,...,t,) € R

Soient Z ~ N, (1, %), A une matrice a n colonnes et ¢ lignes, ¢ un vecteur colonne

& q composantes et W tel que W = AZ + c. Alors on a

W~ Ny(Ap + ¢, AXAY).
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16 Vecteurs de var & densité

Soient X1, ..., X, n var #id suivant chacune la loi nor-

male N (u,02). On pose

Alors on a

De plus :

() | e e () | R ()

Loi N(0,1) i(n—1) T(n—1) 2(n)
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17 Convergences de suites de var; généralité

17 Convergences de suites de var; généralité

(Xn)nen+ est une suite de var indépendantes < toute sous-famille

finie extraite de (X, )nen+ est une famille de var indépendantes.

(X )nen+ converge en probabilité vers X < pour tout € > 0, on a
lim P(|X,, — X| >¢€) =0.
n—oo

Soit (X, )nen+ une suite de var iid admettant un moment d’ordre

2. Pour tout n € N*, on pose
_ 1 &
Xn=— Z; Xi.
1=

Alors (X,,)nen+ converge en probabilité vers E(X7).

Une suite de var (X,,)nen- converge en loi vers X < lim Fy, (v) = Fx(z)

n—oo
en tout point de continuité x de F'x < pour toute fonction g : R — R continue bornée, on a
lim E(g(X,)) = E(g(X)) & lim o, (t) = px(t), t € R,
n—00 n—oo
Soit (X,,)nen+ une suite de var iid admettant un moment d’ordre 2.

Pour tout n € N*, on pose

v _ 1y y _ X —B(X,) _ o (Xe—E(X)
Xn=02 X Za= T ()

Alors la suite de var (Z,)pen+ converge en loi vers une var Z suivant la loi normale N(0,1).

o (Xp)nen+ converge en probabilité vers X = pour toute fonction g : X(2) — R continue, sauf,
éventuellement, en un nombre fini de points, (¢(X,))nen+ converge en probabilité vers g(X).
o (X, )nen+ converge en loi vers X = pour toute fonction g : X(£2) — R continue, sauf, éven-

tuellement, en un nombre fini de points, (g(X;,))nen+ converge en loi vers g(X).

(Xn)nen+ converge dans LP vers X < lim E(|X,, — X|P) = 0.

n—oo
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17 Convergences de suites de var; généralité

o Convergence dans LP vers X =- convergence en probabilité vers X =- convergence en loi vers X.
o Convergence en probabilité vers 0 < convergence en loi vers 0.

(X )nen+ converge presque strement (ps) vers X <

P(lim X, = X)=P({w € nh_)IgoXn(w) =X(w)})=1.

n—oo

o0
Pour tout € >0, Y P(|X, — X|>¢€) <oo = (Xp)nen+ converge ps
n=1
vers X.

Soit (X, )nen+ une suite de var #d admettant une espérance. Pour

tout n € N*, on pose
_ 1 &
Xn=— Z Xi.
i=1
Alors (X,,)nen converge ps vers E(X7).

Convergence ps = convergence en probabilité = convergence en loi. En revanche, il

n’y a pas d’implication entre la convergence dans IL? et la convergence ps.
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18 Introduction & I'estimation paramétrique

18 Introduction a l’estimation paramétrique

On appelle n-échantillon d’'une var X n var Xi,..., X, d suivant la méme loi que

celle de X.

Soit X une var dont la loi dépend d’au moins un parameétre € inconnu.

L’objectif est d’évaluer ce paramétre & ’aide d’un n-échantillon X;,..., X, de X.

On appelle estimateur §n de 0 toute fonction de Xi,...,X,.

~

0, est sans biais (de 0) < B(é\n,ﬂ) =0 < E(6, =6.

R(0n,0) = E((6, — 0)%).

Plus R(é\n, ) est petit, plus 'estimateur B, estime bien 6.
Si 6, est sans biais, alors on a R(G/\n, ) = V(gn)
@\n est consistant < (5n)neN* converge en probabilité vers 6.
La méthode des moments permet de construire un estimateur §n de 6 :
1. On détermine une fonction g : R — R telle que E(X1) = ¢(0).
2. On isole # en fonction de E(X;) : 0 = g~ H(E(X1)).
3. On estime E(X;) par X,, = Tlllé X;.
4. L’estimateur é\n de 0 par la méthode des moments est : @\n = 971(yn)_

On appelle intervalle de confiance pour § au niveau 100(1 — )%, « €]0, 1],
un intervalle de la forme Iy = [a(X1, ..., X,),0(X1,..., Xpn)], o0 a(Xq, ..., X,) et b( X1, ..., Xp)

désignent deux fonctions dépendantes de X7, ..., X, tel que

]P’(@E[g):l—a.
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18 Introduction & I'estimation paramétrique

Pour que Iy contienne avec une forte probabilité 8, on prend « petit : « = 0,05, a = 0,01 ...
En pratique, on dispose de données x1,...,z,, lesquelles sont des réalisations de Xi,..., X,.

Une réalisation de Iy est donc :

ig = la(zy, ... 2n), b1, ... 2],

donnant ainsi un intervalle de valeurs dans lequel 6 a 100(1 — «)% de chances d’appartenir.
Les intervalles de confiance associés & une var X suivant une loi normale sont donnés dans la
page

On appelle hypothése statistique une hypothése inhérente au contexte de
’étude. A la base d’'un test statistique, il y a deux hypothéses complémentaires, notées Hy et Hj,
o I’hypotheése Hy formule ce que 1'on souhaite rejeter /réfuter,
o I’hypothése H; formule ce que 'on souhaite montrer.
Par exemple, si on veut montrer I’hypothése "le produit est non conforme", Hy et Hy s’opposent

sous la forme :
Hy : "le produit est conforme" contre H; : "le produit est non conforme".

On appelle test statistique une démarche/procédure qui vise & apporter une ré-
ponse a la question : est-ce que les données nous permettent de rejeter Hy/accepter H; avec un

faible risque de se tromper ?

On appelle p-valeur le plus petit réel a €]0, 1] calculé a partir des données tel que 1'on

puisse se permettre de rejeter Hy au risque 100a%. Les logiciels actuels affichent cette p-valeur.

La p-valeur nous donne un degré de significativité du rejet de Hy.
Le rejet de Hy est dit :
o significatif si p-valeur €]0.01, 0.05], symbolisé par *,
o trés significatif si p-valeur €]0.001, 0.01], symbolisé par s,
o hautement significatif si p-valeur < 0.001, symbolisé par * * *.
Il y a non rejet de Hy si p-valeur > 0.05.
S’il y a non-rejet de Hy, sauf convention, on ne peut rien conclure du tout (avec le risque consi-

deéré).
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18 Introduction & I'estimation paramétrique

En revanche, peut-étre qu’un risque de départ plus élevé ou la disposition de plus de données

peuvent conduire & un rejet de Hy.

Les tests statistiques associés & une var X suivant une loi normale sont présentés dans la[Sectionl

[19] page [70}
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19 Intervalles de confiance

wi-uodIu|-Z

Yoo g Loe g 0= ("2 |z |
& & 000T < u
(x)dy SINOeA onbuooenb 101 op X
Juodiu|-z-doig
J— —Uu _
[ed ‘1d] = E@N.TM Ftﬁwlﬁ o= (%22 |z|)d G < (ed—1)u ‘¢ < Wdu
(z—1z/N -1z _
e<u
dy sinarea (g ~x
[z —g—ug)) (2 +g—ugh) o (o5 = gha (9s1rrym stopred)

mw: —u)g

mwﬁ —u)g

g <u

s

ﬁmmﬁlvc@ ﬁ Awwcg_

Juodiuj-aienbg-ydH

T—u ©1 S—1=((0)"<3)d
ey sInarea (o N~ X
@\/ o A@\/ o | o — Juodu-L
ﬁ%?v 1+ ﬂA\Q 11—z o= ((1)*1<|Il)d nuwoour 0
juodu|-Z
T\/cmra Am\/anla_ v=("z < |z[)d
0 0 nuuod 0
"y sImorea (o TN~ X

T1i0[3 © ‘y%(0 —1)00T :

NeOAIN T — U = a ‘() X ~ 31 () L ~ [ (T0)N ~ Z : S107

9OURIJUOD IP SI[[BAIIIU]

61

69

C. Chesneau



20 Tests de conformité
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20 Tests de conformité

(Table 1) Loi normale 1

Soit Z ~ N(0,1). La table ci-dessous donne, pour un « choisi, la valeur zq telle que P (|Z]| > z4) = a.

| o [ 000 | 001 [ 002 | 003 [ 004 | 005 [ 006 | 007 [ 008 | 009 |
0,00 || oo 2576 ] 2,326 | 2,170 | 2,054 | 1,060 | 1,881 | 1,812 | 1,751 | 1,695
0,10 || 1,645 | 1,598 | 1,555 | 1,514 | 1,476 | 1,440 | 1,405 | 1,372 | 1,341 | 1,311
0,20 || 1,282 | 1,254 | 1,227 | 1,200 | 1,175 | 1,150 | 1,126 | 1,103 | 1,080 | 1,058
0,30 || 1,036 | 1,015 | 0,994 | 0,974 | 0,954 | 0,935 | 0,915 | 0,896 | 0,878 | 0,860
0,40 || 0,842 | 0,824 | 0,806 | 0,789 | 0,772 | 0,755 | 0,739 | 0,722 | 0,706 | 0,690
0,50 || 0,674 | 0,659 | 0,643 | 0,628 | 0,613 | 0,598 | 0,583 | 0,568 | 0,553 | 0,539
0,60 || 0,524 | 0,510 | 0,496 | 0,482 | 0,468 | 0,454 | 0,440 | 0,426 | 0,412 | 0,399
0,70 || 0,385 | 0,372 | 0,358 | 0,345 | 0,332 | 0,319 | 0,305 | 0,292 | 0,279 | 0,266
0,80 || 0,253 | 0,240 | 0,228 | 0,215 | 0,202 | 0,189 | 0,176 | 0,164 | 0,151 | 0,138
0,90 || 0,126 | 0,113 | 0,100 | 0,088 | 0,075 | 0,063 | 0,050 | 0,038 | 0,025 | 0,013
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20 Tests de conformité

(Table 2) Loi normale 2

Soit Z ~ N(0,1). La table de valeurs ci-dessous donne les valeurs de F(z) = P(Z < z), avec z € [0;3,99] et z = z1 + 2.

21 0,00 | 0,00 | 0,02 | 0,03 | 0,04 | 0,06 | 0,06 | 0,07 | 0,08 | 0,09
1
0,0 0,5000 | 0,5040 | 0,5080 | 0,5120 | 0,5160 | 0,5199 | 0,5239 | 0,5279 | 0,5319 | 0, 5359
0,1 0,5398 | 0,5438 | 0,5478 | 0,5517 | 0,5557 | 0,5596 | 0,5636 | 0,5675 | 0,5714 | 0,5753
0,2 0,5793 | 0,5832 | 0,5871 | 0,5910 | 0,5948 | 0,5987 | 0,6026 | 0,6064 | 0,6103 | 0,6141
0,3 0,6179 | 0,6217 | 0,6255 | 0,6293 | 0,6331 | 0,6368 | 0,6406 | 0,6443 | 0,6480 | 0,6517
0,4 0,6554 | 0,6591 | 0,6628 | 0,6664 | 0,6700 | 0,6736 | 0,6772 | 0,6808 | 0,6844 | 0,6879
0,5 0,6915 | 0,6950 | 0,6985 | 0,7019 | 0,7054 | 0,7088 | 0,7123 | 0,7157 | 0,7190 | 0, 7224
0,6 0,7257 | 0,7291 | 0,7324 | 0,7357 | 0,7389 | 0,7422 | 0,7454 | 0,7486 | 0,7517 | 0, 7549
0,7 0,7580 | 0,7611 | 0,7642 | 0,7673 | 0,7704 | 0,7734 | 0,7764 | 0,7794 | 0,7823 | 0, 7852
0,8 0,7881 | 0,7910 | 0,7939 | 0,7967 | 0,7995 | 0,8023 | 0,8051 | 0,8078 | 0,8106 | 0,8133
0,9 0,8159 | 0,8186 | 0,8212 | 0,8238 | 0,8264 | 0,8289 | 0,8315 | 0,8340 | 0,8365 | 0,8389
1,0 0,8413 | 0,8438 | 0,8461 | 0,8485 | 0,8508 | 0,8531 | 0,8554 | 0,8577 | 0,8599 | 0, 8621
1,1 0,8643 | 0,8665 | 0,8686 | 0,8708 | 0,8729 | 0,8749 | 0,8770 | 0,8790 | 0,8810 | 0,8830
1,2 0,8849 | 0,8869 | 0,8888 | 0,8907 | 0,8925 | 0,8944 | 0,8962 | 0,8980 | 0,8997 | 0,9015
1,3 0,9032 | 0,9049 | 0,9066 | 0,9082 | 0,9099 | 0,9115 | 0,9131 | 0,9147 | 0,9162 | 0,9177
1,4 0,9192 | 0,9207 | 0,9222 | 0,9236 | 0,9251 | 0,9265 | 0,9279 | 0,9292 | 0,9306 | 0,9319
1,5 0,9332 | 0,9345 | 0,9357 | 0,9370 | 0,9382 | 0,9394 | 0,9406 | 0,9418 | 0,9429 | 0,9441
1,6 0,9452 | 0,9463 | 0,9474 | 0,9484 | 0,9495 | 0,9505 | 0,9515 | 0,9525 | 0,9535 | 0,9545
1,7 0,9554 | 0,9564 | 0,9573 | 0,9582 | 0,9591 | 0,9599 | 0,9608 | 0,9616 | 0,9625 | 0,9633
1,8 0,9641 | 0,9649 | 0,9656 | 0,9664 | 0,9671 | 0,9678 | 0,9686 | 0,9693 | 0,9699 | 0,9706
1,9 0,9713 | 0,9719 | 0,9726 | 0,9732 | 0,9738 | 0,9744 | 0,9750 | 0,9756 | 0,9761 | 0,9767
2,0 0,9772 | 0,9778 | 0,9783 | 0,9788 | 0,9793 | 0,9798 | 0,9803 | 0,9808 | 0,9812 | 0,9817
2,1 0,9821 | 0,9826 | 0,9830 | 0,9834 | 0,9838 | 0,9842 | 0,9846 | 0,9850 | 0,9854 | 0, 9857
2,2 0,9861 | 0,9864 | 0,9868 | 0,9871 | 0,9875 | 0,9878 | 0,9881 | 0,9884 | 0,9887 | 0,9890
2,3 0,9893 | 0,9896 | 0,9898 | 0,9901 | 0,9904 | 0,9906 | 0,9909 | 0,9911 | 0,9913 | 0,9916
2,4 0,9918 | 0,9920 | 0,9922 | 0,9925 | 0,9927 | 0,9929 | 0,9931 | 0,9932 | 0,9934 | 0,9936
2,5 0,9938 | 0,9940 | 0,9941 | 0,9943 | 0,9945 | 0,9946 | 0,9948 | 0,9949 | 0,9951 | 0, 9952
2,6 0,9953 | 0,9955 | 0,9956 | 0,9957 | 0,9959 | 0,9960 | 0,9961 | 0,9962 | 0,9963 | 0,9964
2,7 0,9965 | 0,9966 | 0,9967 | 0,9968 | 0,9969 | 0,9970 | 0,9971 | 0,9972 | 0,9973 | 0,9974
2,8 0,9974 | 0,9975 | 0,9976 | 0,9977 | 0,9977 | 0,9978 | 0,9979 | 0,9979 | 0,9980 | 0,9981
2,9 0,9981 | 0,9982 | 0,9982 | 0,9983 | 0,9984 | 0,9984 | 0,9985 | 0,9985 | 0,9986 | 0,9986
3,0 0,9987 | 0,9987 | 0,9987 | 0,9988 | 0,9988 | 0,9989 | 0,9989 | 0,9989 | 0,9990 | 0,9990
3,1 0,9990 | 0,9991 | 0,9991 | 0,9991 | 0,9992 | 0,9992 | 0,9992 | 0,9992 | 0,9993 | 0,9993
3,2 0,9993 | 0,9993 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9995 | 0,9995 | 0,9995
3,3 0,9995 | 0,9995 | 0,9995 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9997
3,4 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9998
3,5 0,9998 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9998
3,6 0,9998 | 0,9998 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999
3,7 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999
3,8 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999
3,9 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

C. Chesneau 72



20 Tests de conformité

(Table 3) Loi normale 3

Soit Z ~ N(0,1). La table ci-dessous donne, pour un z choisi, la valeur « telle que P (|Z] > z) = a.

| = [ 000 | 001 [ 002 [ 003 [ 004 [ 005 [ 006 | 007 [ 008 | 009 |
0,00 || 1,00000 | 0,99202 | 0,98404 | 0,97607 | 0,96809 | 0,96012 [ 0,95216 | 0,94419 | 0,93624 | 0,92829
0,10 || 0,92034 | 0,91241 | 0,90448 | 0,89657 | 0,88866 | 0,88076 | 0,87288 | 0,86501 | 0,85715 | 0,84931
0,20 || 0,84148 | 0,83367 | 0,82587 | 0,81809 | 0,81033 | 0,80259 | 0,79486 | 0,78716 | 0,77948 | 0,77182
0,30 || 0,76418 | 0,75656 | 0,74897 | 0,74140 | 0,73386 | 0,72634 | 0,71885 | 0,71138 | 0,70395 | 0,69654
0,40 || 0,68916 | 0,68181 | 0,67449 | 0,66720 | 0,65994 | 0,65271 | 0,64552 | 0,63836 | 0,63123 | 0,62413
0,50 || 0,61708 | 0,61005 | 0,60306 | 0,59611 | 0,58920 | 0,58232 | 0,57548 | 0,56868 | 0,56191 | 0,55519
0,60 || 0,54851 | 0,54186 | 0,53526 | 0,52869 | 0,52217 | 0,51569 | 0,50925 | 0,50286 | 0,49650 | 0,49019
0,70 || 0,48393 | 0,47770 | 0,47152 | 0,46539 | 0,45930 | 0,45325 | 0,44725 | 0,44130 | 0,43539 | 0,42953
0,80 || 0,42371 | 0,41794 | 0,41222 | 0,40654 | 0,40091 | 0,39533 | 0,38979 | 0,38430 | 0,37886 | 0,37347
0,90 || 0,36812 | 0,36282 | 0,35757 | 0,35237 | 0,34722 | 0,34211 | 0,33706 | 0,33205 | 0,32709 | 0,32217
1,00 || 0,31731 | 0,31250 | 0,30773 | 0,30301 | 0,29834 | 0,29372 | 0,28914 | 0,28462 | 0,28014 | 0,27571

1,10 || 0,27133 | 0,26700 | 0,26271 | 0,25848 | 0,25429 | 0,25014 | 0,24605 | 0,24200 | 0,23800 | 0,23405
1,20 || 0,23014 | 0,22628 | 0,22246 | 0,21870 | 0,21498 | 0,21130 | 0,20767 | 0,20408 | 0,20055 | 0,19705
1,30 || 0,19360 | 0,19020 | 0,18684 | 0,18352 | 0,18025 | 0,17702 | 0,17383 | 0,17069 | 0,16759 | 0,16453
1,40 || 0,16151 | 0,15854 | 0,15561 | 0,15272 | 0,14987 | 0,14706 | 0,14429 | 0,14156 | 0,13887 | 0,13622
1,50 || 0,13361 | 0,13104 | 0,12851 | 0,12602 | 0,12356 | 0,12114 | 0,11876 | 0,11642 | 0,11411 | 0,11183
1,60 || 0,10960 | 0,10740 | 0,10523 | 0,10310 | 0,10101 | 0,09894 | 0,09691 | 0,09492 | 0,09296 | 0,09103
1,70 || 0,08913 | 0,08727 | 0,08543 | 0,08363 | 0,08186 | 0,08012 | 0,07841 | 0,07673 | 0,07508 | 0,07345
1,80 || 0,07186 | 0,07030 | 0,06876 | 0,06725 | 0,06577 | 0,06431 | 0,06289 | 0,06148 | 0,06011 | 0,05876
1,90 || 0,05743 | 0,05613 | 0,05486 | 0,05361 | 0,05238 | 0,05118 | 0,05000 | 0,04884 | 0,04770 | 0,04659
2,00 || 0,04550 | 0,04443 | 0,04338 | 0,04236 | 0,04135 | 0,04036 | 0,03940 | 0,03845 | 0,03753 | 0,03662

2,10 || 0,03573 | 0,03486 | 0,03401 | 0,03317 | 0,03235 | 0,03156 | 0,03077 | 0,03001 | 0,02926 | 0,02852
2,20 || 0,02781 | 0,02711 | 0,02642 | 0,02575 | 0,02509 | 0,02445 | 0,02382 | 0,02321 | 0,02261 | 0,02202
2,30 || 0,02145 | 0,02089 | 0,02034 | 0,01981 | 0,01928 | 0,01877 | 0,01827 | 0,01779 | 0,01731 | 0,01685
2,40 || 0,01640 | 0,01595 | 0,01552 | 0,01510 | 0,01469 | 0,01429 | 0,01389 | 0,01351 | 0,01314 | 0,01277
2,50 || 0,01242 | 0,01207 | 0,01174 | 0,01141 | 0,01109 | 0,01077 | 0,01047 | 0,01017 | 0,00988 | 0,00960
2,60 || 0,00932 | 0,00005 | 0,00879 | 0,00854 | 0,00829 | 0,00805 | 0,00781 | 0,00759 | 0,00736 | 0,00715
2,70 || 0,00693 | 0,00673 | 0,00653 | 0,00633 | 0,00614 | 0,00596 | 0,00578 | 0,00561 | 0,00544 | 0,00527
2,80 || 0,00511 | 0,00495 | 0,00480 | 0,00465 | 0,00451 | 0,00437 | 0,00424 | 0,00410 | 0,00398 | 0,00385
2,90 || 0,00373 | 0,00361 | 0,00350 | 0,00339 | 0,00328 | 0,00318 | 0,00308 | 0,00298 | 0,00288 | 0,00279
3,00 || 0,00270 | 0,00261 | 0,00253 | 0,00245 | 0,00237 | 0,00229 | 0,00221 | 0,00214 | 0,00207 | 0,00200

3,10 || 0,00194 | 0,00187 | 0,00181 | 0,00175 | 0,00169 | 0,00163 | 0,00158 | 0,00152 | 0,00147 | 0,00142
3,20 || 0,00137 | 0,00133 | 0,00128 | 0,00124 | 0,00120 | 0,00115 | 0,00111 | 0,00108 | 0,00104 | 0,00100
3,30 || 0,00097 | 0,00093 | 0,00090 | 0,00087 | 0,00084 | 0,00081 | 0,00078 | 0,00075 | 0,00072 | 0,00070
3,40 || 0,00067 | 0,00065 | 0,00063 | 0,00060 | 0,00058 | 0,00056 | 0,00054 | 0,00052 | 0,00050 | 0,00048
3,50 || 0,00047 | 0,00045 | 0,00043 | 0,00042 | 0,00040 | 0,00039 | 0,00037 | 0,00036 | 0,00034 | 0,00033
3,60 || 0,00032 | 0,00031 | 0,00029 | 0,00028 | 0,00027 | 0,00026 | 0,00025 | 0,00024 | 0,00023 | 0,00022
3,70 || 0,00022 | 0,00021 | 0,00020 | 0,00019 | 0,00018 | 0,00018 | 0,00017 | 0,00016 | 0,00016 | 0,00015
3,80 || 0,00014 | 0,00014 | 0,00013 | 0,00013 | 0,00012 | 0,00012 | 0,00011 | 0,00011 | 0,00010 | 0,00010
3,90 || 0,00010 | 0,00009 | 0,00009 | 0,00008 | 0,00008 | 0,00008 | 0,00007 | 0,00007 | 0,00007 | 0,00007
4,00 || 0,00006 | 0,00006 | 0,00006 | 0,00006 | 0,00005 | 0,00005 | 0,00005 | 0,00005 | 0,00005 | 0,00004
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20 Tests de conformité

(Table 4) Loi de Student a v degrés de liberté

Soit T' ~ T (v). La table ci-dessous donne, pour un « et un v choisis, la valeur to(v) telle que P (|T| > ta(v))

= Q.

0,90 | 0,50 | 0,30 | 0,20 | 0,10 0,05 0,02 0,01 0,001
1 0,158 | 1,000 | 1,963 | 3,078 | 6,314 | 12,706 | 31,821 | 63,657 | 636,619
2 0,142 | 0,816 | 1,386 | 1,886 | 2,920 | 4,303 | 6,965 | 9,925 | 31,598
3 0,137 | 0,765 | 1,250 | 1,638 | 2,353 | 3,182 | 4,541 | 5,841 | 12,924
4 0,134 | 0,741 | 1,190 | 1,533 | 2,132 2,776 3,747 4,604 8,610
5 0,132 | 0,727 | 1,156 | 1,476 | 2,015 | 2,571 3,365 | 4,032 6,869
6 0,131 | 0,718 | 1,134 | 1,440 | 1,943 | 2,447 | 3,143 | 3,707 5,959
7 0,130 | 0,711 | 1,119 | 1,415 | 1,895 2,365 2,998 3,499 5,408
8 0,130 | 0,706 | 1,108 | 1,397 | 1,860 | 2,306 | 2,896 | 3,355 5,041
9 0,129 | 0,703 | 1,100 | 1,383 | 1,833 2,262 2,821 3,250 4,781
10 0,129 | 0,700 | 1,093 | 1,372 | 1,812 2,228 2,764 3,169 4,587
11 0,129 | 0,697 | 1,088 | 1,363 | 1,796 | 2,201 2,718 | 3,106 4,437
12 0,128 | 0,695 | 1,083 | 1,356 | 1,782 2,179 2,681 3,055 4,318
13 0,128 | 0,694 | 1,079 | 1,350 | 1,771 2,160 2,650 3,012 4,221
14 0,128 | 0,692 | 1,076 | 1,345 | 1,761 | 2,145 | 2,624 | 2,977 4,140
15 0,128 | 0,691 | 1,074 | 1,341 | 1,753 2,131 2,602 2,947 4,073
16 0,128 | 0,690 | 1,071 | 1,337 | 1,746 2,120 2,583 2,921 4,015
17 0,128 | 0,689 | 1,069 | 1,333 | 1,740 | 2,110 | 2,567 | 2,898 3,965
18 0,127 | 0,688 | 1,067 | 1,330 | 1,734 2,101 2,552 2,878 3,922
19 0,127 | 0,688 | 1,066 | 1,328 | 1,729 2,093 2,539 2,861 3,883
20 0,127 | 0,687 | 1,064 | 1,325 | 1,725 | 2,086 | 2,528 | 2,845 3,850
21 0,127 | 0,686 | 1,063 | 1,323 | 1,721 2,080 2,518 2,831 3,819
22 0,127 | 0,686 | 1,061 | 1,321 | 1,717 | 2,074 | 2,508 2,819 3,792
23 0,127 | 0,685 | 1,060 | 1,319 | 1,714 | 2,069 | 2,500 | 2,807 3,767
24 0,127 | 0,685 | 1,059 | 1,318 | 1,711 2,064 2,492 2,797 3,745
25 0,127 | 0,684 | 1,058 | 1,316 | 1,708 2,060 2,485 2,787 3,725
26 0,127 | 0,684 | 1,058 | 1,315 | 1,706 | 2,056 | 2,479 | 2,779 3,707
27 0,127 | 0,684 | 1,057 | 1,314 | 1,703 2,052 2,473 2,771 3,690
28 0,127 | 0,683 | 1,056 | 1,313 | 1,701 2,048 2,467 2,763 3,674
29 0,127 | 0,683 | 1,055 | 1,311 | 1,699 | 2,045 | 2,462 | 2,756 3,659
30 0,127 | 0,683 | 1,055 | 1,310 | 1,697 2,042 2,457 2,750 3,646
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20 Tests de conformité

(Table 5) Loi du chi-deux a v degrés de liberté

Soit K ~ x2(v). La table ci-dessous donne, pour un « et un v choisis, la valeur kq (v) telle que P (K > kqo(v)) = .

“ | 099 | 0975 | 095 | 090 | 010 | 005 | 0025 | 001 | 0001
v

1 0,0002 | 0,001 | 0,004 | 0,016 | 2,71 | 384 | 502 | 6,63 | 10,83
2 0,02 | 005 | 0,10 | 021 | 461 | 599 | 738 | 9,21 | 13,82
3 011 | 022 | 035 | 058 | 625 | 7,81 | 9,35 | 11,34 | 16,27
4 0,30 | 048 | 0,71 | 1,06 | 7,78 | 9,49 | 11,14 | 1328 | 18,47
5 055 | 083 | 1,15 | 1,61 | 9,24 | 11,07 | 12,83 | 15,09 | 20,51
6 0,87 | 1,24 | 1,64 | 2,20 | 10,64 | 12,59 | 14,45 | 16,81 | 22,46
7 1,24 | 1,69 | 2,17 | 2,83 | 12,02 | 14,07 | 16,01 | 18,48 | 24,32
8 1,65 | 2,18 | 2,73 | 349 | 13,36 | 15,51 | 17,53 | 20,09 | 26,12
9 2,00 | 2,70 | 3,33 | 4,17 | 14,68 | 16,92 | 19,02 | 21,67 | 27,88
10 2,56 | 3,25 | 3,94 | 4,87 | 1599 | 18,31 | 20,48 | 23,21 | 29,59
11 3,05 | 3,82 | 457 | 558 | 17,28 | 19,68 | 21,92 | 24,73 | 31,26
12 357 | 4,40 | 523 | 6,30 | 18,55 | 21,03 | 23,34 | 26,22 | 32,91
13 411 | 501 | 589 | 7,04 | 19,81 | 22,36 | 24,74 | 27,69 | 34,53
14 4,66 | 563 | 657 | 7,79 | 21,06 | 23,68 | 26,12 | 29,14 | 36,12
15 523 | 6,26 | 7,26 | 855 | 22,31 | 25,00 | 27,49 | 30,58 | 37,70
16 581 | 6,91 | 7,96 | 9,31 | 23,54 | 26,30 | 28,85 | 32,00 | 39,25
17 6,41 | 7,56 | 867 | 10,09 | 24,77 | 27,59 | 30,19 | 33,41 | 40,79
18 701 | 823 | 939 | 10,86 | 2599 | 28,87 | 31,53 | 34,81 | 42,31
19 7,63 | 891 | 10,12 | 11,65 | 27,20 | 30,14 | 32,85 | 36,19 | 43,82
20 826 | 959 | 10,85 | 12,44 | 28,41 | 31,41 | 34,17 | 37,57 | 45,31
21 8,90 | 10,28 | 11,59 | 13,24 | 29,62 | 32,67 | 35,48 | 38,93 | 46,80
22 954 | 10,98 | 12,34 | 14,04 | 30,81 | 33,92 | 36,78 | 40,29 | 48,27
23 10,20 | 11,69 | 13,09 | 14,85 | 32,01 | 35,17 | 38,08 | 41,64 | 49,73
24 10,86 | 12,40 | 13,85 | 15,66 | 33,20 | 36,42 | 39,36 | 42,98 | 51,18
25 11,52 | 13,12 | 14,61 | 16,47 | 34,38 | 37,65 | 40,65 | 44,31 | 52,62
26 12,20 | 13,84 | 1538 | 17,29 | 35,56 | 38,89 | 41,92 | 45,64 | 54,05
27 12,88 | 14,57 | 16,15 | 18,11 | 36,74 | 40,11 | 43,19 | 46,96 | 55,48
28 13,56 | 15,31 | 16,93 | 18,94 | 37,92 | 41,34 | 44,46 | 48,28 | 56,89
29 14,26 | 16,05 | 17,71 | 19,77 | 39,09 | 42,56 | 45,72 | 49,59 | 58,30
30 14,95 | 16,79 | 18,49 | 20,60 | 40,26 | 43,77 | 46,98 | 50,89 | 59,70
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20 Tests de conformité

(Table 6) Loi de Fisher & (v, 15) degrés de liberté (a = 0,025)

Soit F' ~ F(v1,v2). La table ci-dessous donne, pour un «, un vi et un vo choisis, la valeur fq(v1,v2) telle que

P(F > fa(v1,v2)) = a =0,025.

S (T 2 3 4 5 6 8 | 10| 15 | 20 | 30
v
1 648 | 800 | 864 | 900 | 922 | 937 | 957 | 969 | 985 | 993 | 1001
2 385 | 39,0 | 39,2 | 39,2 | 393 | 39,3 | 394 | 394 | 394 | 304 | 395
3 174 | 16,0 | 154 | 15,1 | 14,9 | 14,7 | 14,5 | 144 | 143 | 14,2 | 14,1
4 12,2 | 10,6 | 9,98 | 9,60 | 9,36 | 9,20 | 898 | 8,84 | 8,66 | 8,56 | 8,46
5 10,0 | 843 | 7,76 | 7,39 | 7,15 | 6,98 | 6,76 | 6,62 | 6,43 | 6,33 | 6,23
6 8,81 | 7,26 | 6,60 | 6,23 | 599 | 582 | 560 | 546 | 527 | 517 | 5,07
7 8,07 | 6,54 | 580 | 552 | 520 | 512 | 4,90 | 4,76 | 4,57 | 447 | 4,36
8 757 | 6,06 | 542 | 5,05 | 4,82 | 4,65 | 443 | 4,30 | 4,10 | 4,00 | 3,89
9 721 | 5,71 | 5,08 | 4,72 | 448 | 4,32 | 4,10 | 3,96 | 3,77 | 3,67 | 3,56
10 6,04 | 546 | 4,83 | 447 | 424 | 4,07 | 3,85 | 3,72 | 3,52 | 342 | 331
11 6,72 | 526 | 4,63 | 4,28 | 4,04 | 3,88 | 3,66 | 3,53 | 3,33 | 3,23 | 3,12
12 6,55 | 5,10 | 4,47 | 4,12 | 3,80 | 3,73 | 3,51 | 3,37 | 3,18 | 3,07 | 2,96
13 6,41 | 4,97 | 4,35 | 4,00 | 3,77 | 3,60 | 3,39 | 3,25 | 3,05 | 2,95 | 2,84
14 6,30 | 4,86 | 4,24 | 3,80 | 3,66 | 3,50 | 3,29 | 3,15 | 2,95 | 2,84 | 2,73
15 6,20 | 4,76 | 4,15 | 3,80 | 3,58 | 3,41 | 3,20 | 3,06 | 2,86 | 2,76 | 2,64
16 6,12 | 4,60 | 4,08 | 3,73 | 3,50 | 3,34 | 3,12 | 2,99 | 2,79 | 2,68 | 2,57
17 6,04 | 4,32 | 4,01 | 3,66 | 3,44 | 3.28 | 3,06 | 2,92 | 2,72 | 2,62 | 2,50
18 598 | 4,56 | 3,95 | 3,61 | 3,38 | 3,22 | 3,01 | 2,87 | 2,67 | 2,56 | 2,44
19 502 | 451 | 3,90 | 3,56 | 3,33 | 3,17 | 2,96 | 2,82 | 2,62 | 2,51 | 2,39
20 587 | 4,46 | 3,86 | 3,51 | 320 | 3,13 | 2,91 | 2,77 | 2,57 | 2,46 | 2,35
22 579 | 4,38 | 3,78 | 3,44 | 322 | 3,05 | 2,84 | 2,70 | 2,50 | 2,39 | 2,27
24 572 | 432 | 3,72 | 338 | 3,15 | 2,99 | 2,78 | 2,64 | 2,44 | 2,33 | 2,21
26 5,66 | 427 | 3,67 | 3,33 | 3,10 | 2,94 | 273 | 2,59 | 2,39 | 2,28 | 2,16
28 561 | 422 | 3,63 | 320 | 3,06 | 2,90 | 2,60 | 2,55 | 2,34 | 2,23 | 2,11
30 557 | 4,18 | 3,59 | 3,25 | 3,03 | 2,87 | 2,65 | 2,51 | 2,31 | 2,20 | 2,07
40 542 | 4,05 | 3,46 | 3,13 | 2,90 | 2,74 | 2,53 | 2,39 | 2,18 | 2,07 | 1,94
50 534 | 3,98 | 3,30 | 3,06 | 2,83 | 2,67 | 246 | 2,32 | 2,11 | 1,99 | 1,87
60 520 | 393 | 334 | 3,01 | 279 | 2,63 | 2,41 | 227 | 2,06 | 1,94 | 1,82
80 522 | 3,86 | 328 | 2,95 | 2,73 | 2,57 | 2,36 | 221 | 2,00 | 1,88 | 1,75
100 518 | 3,83 | 325 | 292 | 2,70 | 2,54 | 2,32 | 2,18 | 1,97 | 1,85 | 1,71
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20 Tests de conformité

(Table 7) Loi de Fisher & (v1,15) degrés de liberté (o = 0,05)

Soit F' ~ F(v1,v2). La table ci-dessous donne, pour un «, un vi et un vo choisis, la valeur fq(v1,v2) telle que

P(F > fa(v1,v2)) = a=0,05.

" 1 2 3 4 5 6 8 10 | 15 | 20 | 30
v
1 161 | 300 | 216 | 225 | 230 | 234 | 239 | 242 | 246 | 248 | 250
2 185 | 19 | 19,2 | 192 | 19,3 | 19,3 | 19,4 | 194 | 194 | 19,4 | 19,5
3 10,1 | 9,55 | 9,28 | 9,12 | 9,01 | 8,94 | 885 | 879 | 8,70 | 8,66 | 862
4 7,71 | 6,94 | 6,59 | 6,39 | 6,26 | 6,16 | 6,04 | 5,96 | 5,86 | 5,80 | 5,75
5 6,61 | 5,79 | 541 | 5,19 | 5,05 | 4,95 | 4,82 | 4,74 | 4,62 | 4,56 | 4,50
6 599 | 5,14 | 4,76 | 4,53 | 4,39 | 4,28 | 4,15 | 4,06 | 3,94 | 3,87 | 3,81
7 559 | 4,74 | 4,35 | 4,12 | 3,97 | 3,87 | 3,73 | 3,64 | 3,51 | 3,44 | 3,38
8 532 | 4,46 | 4,07 | 3,84 | 3,69 | 3,58 | 3,44 | 3,35 | 3,22 | 3,15 | 3,08
9 5,12 | 4,26 | 3,86 | 3,63 | 3,48 | 3,37 | 3,23 | 3,14 | 3,01 | 2,94 | 2,86
10 4,96 | 4,10 | 3,71 | 3,48 | 3,33 | 3,22 | 3,07 | 2,98 | 2,85 | 2,77 | 2,70
11 4,84 | 3,98 | 3,59 | 3,36 | 3,20 | 3,09 | 2,95 | 2,85 | 2,72 | 2,65 | 2,57
12 475 | 3,89 | 3,49 | 3,26 | 3,11 | 3,00 | 2,85 | 2,75 | 2,62 | 2,54 | 2,47
13 4,67 | 381 | 3,41 | 3,18 | 3,03 | 2,92 | 2,77 | 2,67 | 2,53 | 2,46 | 2,38
14 4,60 | 3,74 | 3,34 | 3,11 | 2,96 | 2,85 | 2,70 | 2,60 | 2,46 | 2,39 | 2,31
15 4,54 | 3,68 | 3,29 | 3,06 | 2,90 | 2,79 | 2,64 | 2,54 | 2,40 | 2,33 | 2,25
16 4,49 | 3,63 | 3,24 | 3,01 | 2,85 | 2,74 | 2,59 | 2,49 | 2,35 | 2,28 | 2,19
17 4,45 | 3,59 | 3,20 | 2,96 | 2,81 | 2,70 | 2,55 | 2,45 | 2,31 | 2,23 | 2,15
18 4,41 | 355 | 3,16 | 2,93 | 2,77 | 2,66 | 2,51 | 2,41 | 2,27 | 2,19 | 2,11
19 438 | 3,52 | 3,13 | 2,90 | 2,74 | 2,63 | 2,48 | 2,38 | 2,23 | 2,16 | 2,07
20 4,35 | 349 | 3,10 | 2,87 | 2,71 | 2,60 | 2,45 | 2,35 | 2,20 | 2,12 | 2,04
22 430 | 344 | 3,05 | 2,82 | 2,66 | 2,55 | 2,40 | 2,30 | 2,15 | 2,07 | 1,98
24 4,26 | 340 | 3,01 | 2,78 | 2,62 | 2,51 | 2,36 | 2,25 | 2,11 | 2,03 | 1,94
26 423 | 337 | 2,98 | 2,74 | 2,59 | 2,47 | 2,32 | 2,22 | 2,07 | 1,99 | 1,90
28 420 | 334 | 2,95 | 2,71 | 2,56 | 2,45 | 2,20 | 2,19 | 2,04 | 1,96 | 1,87
30 417 | 332 | 2,92 | 2,69 | 2,53 | 2,42 | 2,27 | 2,16 | 2,01 | 1,93 | 1,84
40 4,08 | 3,23 | 2,84 | 2,61 | 245 | 2,34 | 2,18 | 2,08 | 1,92 | 1,84 | 1,74
50 4,03 | 3,18 | 2,79 | 2,56 | 2,40 | 2,29 | 2,13 | 2,03 | 1,87 | 1,78 | 1,69
60 4,00 | 3,15 | 2,76 | 2,53 | 2,37 | 2,25 | 2,10 | 1,99 | 1,84 | 1,75 | 1,65
80 3,96 | 3,11 | 2,72 | 2,49 | 2,33 | 2,21 | 2,06 | 1,95 | 1,79 | 1,70 | 1,60
100 3,94 | 3,09 | 2,70 | 2,46 | 2,31 | 2,19 | 2,03 | 1,93 | 1,77 | 1,68 | 1,57
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