Université de Caen L3

TD n® 6 : Var & densité

Déterminer 'unique entier b tel que la fonction g définie ci-dessous soit une densité :

1

—2"*? size|0,2],
g(z) =
0 sinon.

Soit X une var suivant la loi uniforme ([0, 1]), i.e. de densité :

B 1 siz€l0,1],
fw) = { 0 sinon.

1. Calculer E(X), V(X) et E (X?2097).

2. Montrer que la var Z =1 — X suit la méme loi que X.

3. Soit A > 0. On pose
In(1 — X)

A
Calculer la fonction de répartition de Y, puis une densité de Y.

Y =—

Soient € > 0 et X une var de densité :

f) = { O+ 1)(0+2)(1—2)2° sizelo1],

0 sinon.

1. Vérifier que f est bien une densité.

2. Calculer E(X).

Soient € > 1 et X une var de densité :
b
f(z) = =In(0)

0 sinon.

stz € [1,0],

On dit alors que X suit la loi de Benford de parameétre 6.
1. Calculer E(X) et V(X).

2. Montrer que, pour tout (a,b,c) € R3 telsque 1 <a<b<fet1<ac<bc<6, ona

Pla < X <b) =Plac < X < be).

3. Soit m € N*. On pose Y = X"™. Déterminer une densité de Y et reconnaitre sa loi.
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Une machine usine des piéces. On désigne par X la var qui & chaque piéce associe
sa longueur ¢. On suppose que X suit la loi normale N'(54, (0,2)?), P'unité étant le centimétre.
Une piéce est considérée comme défectueuse si £ < 53,6 centimeétres ou ¢ > 54, 3 centimeétres.

1. Calculer la probabilité qu’une piéce soit défectueuse.

2. Pour vérifier que la machine ne s’est pas déréglée, on détermine des cotes d’alerte ¢; = 54—h
et o = 54 + h définies par : P(c; < X < ¢g) = 0,95. Calculer les cotes d’alerte.

Soit X une var suivant la loi exponentielle £(1), i.e. de densité :

f<x>:{e_”” siz >0,

0 sinon.
On pose Y = In(eX — 1).
1. Déterminer la fonction de répartition de Y, puis une densité de Y.
2. Est-ce que Y est une var symétrique ?

3. Calculer E(Y).

Soit X une var suivant la loi normale AV(0,1), i.e. de densité :

1 22
f(z) = ez, r e R.

On pose T = |X| + 3.

1. Déterminer la fonction de répartition de 7" en fonction de celle de X, puis une densité de T

2. Calculer E(T) et V(7).

Soit X une var de densité :

vy Em@eTs SreL
0 sinon.
1. Calculer P(X < 0).
2. Calculer E(2 + X), E(X(2+ X)) et E(X?).
3. On pose 1
Y = %

Déterminer une densité de Y.

Soit X une var suivant la loi exponentielle £(1), i.e. de densité :
e’ six>0,
fla) = { o
sinon.

Calculer la fonction caractéristique de X.
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Bonus

Soit X une wvar de densité :

1. Vérifier que f est bien une densité.

2. Calculer E(X).

Soit X une var suivant la loi uniforme U([—1,1]), i.e. de densité :

L
fa) =14 2 stz e [—1,1],

0 sinon.

On consideére la var Y définie par
1

Y(w) = /_ inf(z, X(w))dx, w € .

1

1. Montrer qu’il existe un réel a tel que Y = a(X — 1)%

2. Déterminer une densité de Y.

3. Calculer E(Y).

Soit X une var de densité :
eI‘
= e R.
On pose
Y =sup(X,1— X).
1. Vérifier que f est bien une densité.

2. Montrer que Y(2) = [1, 00].

29

3. Déterminer la fonction de répartition de Y, puis une densité de Y.

Soit X une var suivant la loi gamma I'(3, 1), i.e. de densité :

—xe”™ six >0,

0 sinon.

1. Montrer que transformée de Laplace de X est

L{t) = (1_1t)3, t €] — oo, 1.

2. Utiliser le résultat de la question 1 pour calculer E(X) et V(X).
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