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TD n°® 7 : Couple de var a densité

Soit (X,Y’) un couple de var de densité :

2
fla,y)=qe-1

0 sinon.

ze! si(x,y) € [0,1]%,

1. Déterminer une densité de X, puis une densité de Y.

2. Est-ce que X et Y sont indépendantes ?

Soit (X,Y’) un couple de var de densité :

1
— si0<y<z<I,

flr,y) =1 =
0

sinon.

1. Est-ce que X et Y sont indépendantes ?
2. Déterminer une densité de X, puis une densité de Y.

3. Calculer E(X), E(Y) et E(XY). En déduire C(X,Y)

Soit (X,Y') un couple de var de densité :

60:1cy2 sizx>0,y>0etxz+y<1,
flz,y) =

0 sinon.

1. Est-ce que X et Y sont indépendantes ?
2. Déterminer une densité de X, puis une densité de Y.

3. Calculer P(X >Y).

1
4. Calculer E | — ).
alculer (XY)

Soient X et Y deux var a densité indépendantes telles que

o une densité de X est

0 sinon.

Fel@) = {693(1—:1:) size|0,1],
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o une densité de Y est
1, )

=Y e ¥ s Yy Z 07
fY(?J) =< 6

0 sinon.

Onpose U=XY etV =(1-X)Y.
1. Déterminer U(Q2) et V().

2. Pour tout x € [0, 1] et tout y > 0, on pose u = zy et v = (1 — x)y.

u
Mont = .
(a) Montrer que (z,y) (u oY + v)

(b) Montrer que le jacobien associé au changement de variables de la question 2 (a) est
1

J(u,v) = .

3. Déterminer une densité¢ de (U, V).

4. Montrer que U et V sont itd. Donner une densité de U.

Soient A > 0 et X, Y et Z trois var #id suivant chacune la loi exponentielle £()),
i.e. de densité :

fz) =

Onpose V=X+YetW=X+Y+Z.

1. Déterminer une densité de V.

0 sinon.

{ e ™™ sigp > 0,

2. Déterminer une densité de W.

1
) lculer E (| ——— .
3. Calculer ((X+Y+Z)2>

Une machine est composée de deux éléments A et B, de telle sorte qu’elle ne
fonctionne que si les deux éléments fonctionnent. Une étude statistique a montré que

o le temps de fonctionnement (avant la premiére panne) de A peut étre modélisé par une var
X suivant la loi exponentielle de moyenne 10 jours,

o le temps de fonctionnement (avant la premiére panne) de B peut étre modélisé par une var
Y suivant la loi exponentielle de moyenne 20 jours.

Ceux-ci sont indépendants. On s’intéresse a la var W égale au temps de fonctionnement de la
machine.

1. Exprimer W en fonction de X et Y.
2. Déterminer la fonction de répartition de W, puis une densité de W.
3. Calculer I'espérance du temps de fonctionnement de la machine.

4. Déterminer la probabilité que la premiére panne de la machine soit due a une panne de
I’élément A.

C. Chesneau 2 TD n® 7



Université de Caen L3

Bonus

Soient (a,b,c) € R®, X une var suivant la loi normale N'(0,1) et Y = a + X + X2
1. Calculer V(Y) (on utilisera E(X) =0, E(X?) =1, E(X?) =0 et E(X*) =3).
2. Calculer C(X,Y).

Soient A > 0, 8 > 0, et X et Y deux var indépendantes telles que

o X suit la loi exponentielle £(N), i.e. de densité :

e ™M sig > 0,
fx(z) = {

0 sinon,

o Y suit la loi exponentielle £(3).

1. Calculer la fonction caractéristique de X.

2. Est-ce que Z = X + Y suit la loi exponentielle £(A 4 5) ? Justifier votre réponse.

Soient (o, 8) € R?, (0,8) € (R*)?, et X et Y deux var indépendantes telles que

o X suit la loi normale N'(a, 0?), i.e. de densité :
1 _@=a)?
fx(z) = e 2 z € R,

vV 2mo? ’

o Y suit la loi normale N(j,?).
1. Montrer que Z = X + Y suit la loi normale N'(« + 3,02 + %) (on rappelle que, pour une

vt

2, teR).

var W suivant la loi normale N'(v,v?), pw(t) = E(e™) = ¢~

2. Calculer E ((X +Y)?).

Soient X, Y et Z trois var a densité telles que
o X et Y sont #d suivant chacune la loi exponentielle £(1), i.e. de densité :

fX(x):{e:” sixz >0,

0 sinon.

o Z suit la loi de Laplace £(1), i.e. de densité

1
fz(x) = 56"9”', x €R.
On pose W =X —Y.

1. Montrer que la fonction caractéristique de Z est

t) = —— teR.

2. Calculer la fonction caractéristique de X, puis en déduire celle de W.

3. Utiliser les questions précédentes pour déterminer la densité de W.
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