Université de Caen L3

TD n°® 8 : Vecteurs gaussiens

Soient X et Y deux wvar id suivant chacune loi normale N'(0,1). On pose U = X +Y
et V=X-Y.

1. Montrer que (U, V)" est un couple gaussien.

2. Montrer que U et V sont indépendantes.

Soit (X,Y)! un couple gaussien centré tel que E (X?) =4 et E(Y?) = 1, et les var
2X +Y et X — 3Y sont indépendantes.

1. Déterminer la matrice de covariance de (X,Y)".

2. Montrer que (X +Y,2X —Y)" est un couple gaussien. Déterminer sa matrice de covariance.

Soient X et Xy deux wvar iid suivant chacune la loi normale N(0, 1).
Soit YV = (Y1, Y3)" tel que
Y =AX +0,

oft A= (_11 ;) X = (X1, Xa)" et b= (2,3).
1. Déterminer la loi de Y.
2. Déterminer la loi de (Y7 + Y3 + 1,3Y; — Y5)'.

3. Déterminer la loi de Y7 + Y5 + 1, et la loi de 3Y; — Y5.

Soient p €] — 1,1 et (X,Y)" un vectar suivant la loi N3(0q, V), avec

()

1. Déterminer une densité de (X,Y)".
2. Montrer que, pour tout a € R, (X,Y — aX)" est un couple gaussien.
3. Déterminer 'unique réel ¢ pour lequel X et Y — cX sont indépendantes.

4. Calculer V(Y — ¢X), ot ¢ désigne le réel déterminé a la question 3.

Soit (X,Y, Z) un vecteur gaussien. On pose U =X +Y +Zet V=X -Y.

1. Montrer que (U, V') est un couple gaussien.

2. A quelle condition sur la matrice de covariance de (X,Y,Z) les var U et V sont-elles in-
dépendantes 7
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Soit (X1, X, X3, X,) un vecteur de var suivant la loi normale multivariée Ny(04, V),

avec
4 =2 0 0

-2 5 0 0

V= o 0 3 -1

0o 0 -1 5

Soient (a, ) € R? et (Y7, Ys,Y3) le vecteur de var défini par

Y1 =5X; + Xy + BX5 + aXy,
Yo =X — Xo + Xy,
}%:—Xl—XQ—i—Xg.

1. Donner la loi de X7, et la loi de X3
2. Déterminer la loi de (Y7, Ys, Y3).

3. Calculer les valeurs de « et 8 pour lesquelles les variables Y7, Y, et Y3 sont indépendantes.
Pour de telles valeurs, calculer E(Y2Y2YZ?).

Soit (X,Y, Z) un vecteur gaussien centré tel que E(X?) = E(Y?) =E(Z?) =1 et
E(XY)=E(YZ)=E(ZX) = 1.
Déterminer la fonction caractéristique et une densité de (X, Y, Z).

Soient u €]1, 00 et (X7, Xa, X3) un vecteur de var de densité :

u?—1 1
f(.il;l,xz, Ig) = W exXp <—§ (UZE% + Q?g + U.T% + 2271333)) , (Il, Ta, l’g) € RS.
m)2

1. Montrer que (X1, X5, X3) suit la loi normale multivariée N3(03, D), avec

U 0 —1
0 w>—1 0
—1 0

1

D =
uz —1

2. Donner la fonction caractéristique de (X, Xo, X3).

w

1
. Déterminer la loi de (Xl + 1X2,X2 + Xg).

u?

W

. Est-ce que X; +

1
5 1X2 et Xy + X3 sont indépendantes ?
u —
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