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TD no 9 : Suites de var

Exercice 1. Soient p ∈]0, 1[ et (Xn)n∈N∗ une suite de var iid. La loi de X1 est donnée par

P (X1 = −1) = (1− p)2, P (X1 = 0) = 2p(1− p), P (X1 = 1) = p2.

Pour tout n ∈ N∗, on pose

Zn =
1

n

n∑
i=1

1 +Xi

2
.

1. Calculer E (X1) et V (X1).

2. Calculer, pour tout n ∈ N∗, E (Zn) et V (Zn).

3. Déterminer, pour tout ε > 0 et tout n ∈ N∗, une majoration de P (|Zn − p| ≥ ε) en fonction
de ε, p et n.

4. Montrer que (Zn)n∈N∗ converge en probabilité vers p.

5. Retrouver le résultat de la question 4 en utilisant un théorème précis.

Exercice 2. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var iid suivant chacune la loi exponentielle E(1), i.e. de
densité :

f(x) =

{
e−x si x ≥ 0,

0 sinon.

Pour tout n ∈ N− {0, 1}, on pose

Zn =
Xn

ln(n)
.

Montrer que (Zn)n∈N−{0,1} converge en probabilité vers 0.

Exercice 3. Soient α ∈]0, 1] et (Xn)n∈N∗ une suite de var indépendantes telles que, pour tout
i ∈ N∗, Xi suit la loi de Bernoulli B(i−α) :

P(Xi = 0) = 1− i−α, P(Xi = 1) = i−α.

On pose

Sn =
n∑
i=1

Xi, Yn =
Sn

E(Sn)
.

Montrer que (Yn)n∈N∗ converge en probabilité vers 1 (on utilisera l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev).

Exercice 4. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var iid suivant chacune la loi exponentielle E(1), i.e. de
densité :

f(x) =

{
e−x si x ≥ 0,
0 sinon.
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Pour tout n ∈ N∗, on pose
Wn = sup(X1, . . . , Xn)− ln(n).

Étudier la convergence en loi de (Wn)n∈N∗ .

Exercice 5. Soient λ > 0 et (Xn)n∈N∗ une suite de var. Pour tout n ∈ N∗, Xn suit la loi binomiale
B
(
n, λ

n

)
:

P(Xn = k) =

(
n

k

)(
λ

n

)k (
1− λ

n

)n−k
, k ∈ {0, . . . , n}.

1. Calculer, pour tout n ∈ N∗, la fonction génératrice de Xn.

2. Étudier la convergence en loi de (Xn)n∈N∗ .

3. Application. Une entreprise fabrique, en grande quantité, un certain type de composant élec-
tronique. La probabilité qu’un composant tiré au hasard dans la production soit défectueux
est 0, 01. On extrait au hasard et avec remise 100 composants. Soit X la var égale au nombre
de composants défectueux. Déterminer la loi de X et calculer la probabilité d’obtenir au
moins 3 composants défectueux.

Exercice 6. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var iid suivant chacune la loi uniforme U([0, 1]), i.e. de
densité :

f(x) =

{
1 si x ∈ [0, 1],

0 sinon.

Pour tout n ∈ N∗, on pose

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi, Wn = 2
√
3n

(
Xn −

1

2

)
.

1. Étudier la convergence en loi de (Wn)n∈N∗ .

2. Montrer que

lim
n→∞

P

(
2

n∑
i=1

Xi ≥ n

)
=

1

2
.

Exercice 7. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de var iid suivant chacune la loi normale N (0, 1). Pour tout
n ∈ N∗, on pose

Sn =
n∑
k=1

Xk, Wn =
1

n
√
n

n∑
k=1

Sk.

1. Déterminer des réels a1, . . . , an tels que

Wn =
1

n
√
n

n∑
k=1

akXn−k+1.

2. Calculer, pour tout n ∈ N∗, la fonction caractéristique de Wn.

3. Étudier la convergence en loi de (Wn)n∈N∗ .
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