
Université de Caen M2

TD no 3 : Plans de sondage aléatoire PEAR

Exercice 1. On considère une population U constituée de 4 individus : U = {u1, u2, u3, u4}. On
prélève au hasard et avec remise 2 individus dans U formant ainsi un échantillon (l’ordre est pris
en compte).

Combien d’échantillons peut-on former ? Expliciter les.

Exercice 2. Décrire brièvement l’enjeu des commandes R suivantes :

colors = c("red", "blue", "yellow", "green", "grey", "black")
par(mfrow = c(2, 2))
for (i in 1:4) {
s = sample(colors, size = 9, replace = T)
barplot(rep(1, 9), col = s)
}
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Exercice 3.

1. Décrire brièvement l’enjeu des commandes R suivantes :

liste = NULL
for(i in 1:3) {
for (j in 1:3) {
for (k in 1:3) {
liste = rbind(liste, c(i, j, k))
}}}
liste

Cela renvoie :

2. On introduit la population U = {Bob, Malik, Seb} :

U = c("Bob", "Malik", "Seb")
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(a) À partir de U , modifier simplement les commandes R de la première question afin
d’obtenir la liste :

(b) Que représente cette liste par rapport à U ?

3. On prélève un échantillon de n = 3 individus de U suivant un plan de sondage aléatoire de
type PEAR.

(a) Quelle est la probabilité qu’il contienne uniquement Bob ?

(b) Quelle est la probabilité qu’il contienne Bob ?

(c) Quelle est la probabilité qu’il contienne Bob et Malik ?

(d) Quelle est la probabilité qu’il contienne Bob, Malik et Seb ?

(e) Quelle est la probabilité qu’il contienne uniquement Bob et Malik ?

(f) Quelle est la probabilité qu’il contienne uniquement 2 individus différents ?
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Exercice 4. L’objectif de cet exercice est d’illustrer certains résultats théoriques du cours sur les
plans de sondage aléatoire de type PEAR avec un exemple. On étudie un caractère Y dans une
population de 3 individus : U = {u1, u2, u3}. Pour tout i ∈ {1, 2, 3}, soit yi la valeur de Y pour
l’individu ui. Les résultats sont :

y1 y2 y3
4 7 9

1. Calculer la moyenne-population yU et l’écart-type corrigé-population sU .

2. On prélève au hasard et avec remise 2 individus de U formant ainsi un échantillon, l’ordre
d’apparition étant pris en compte. Un individu peut donc apparaitre plusieurs fois dans un
échantillon. Chaque individu a la même probabilité qu’un autre d’être sélectionné. On est
donc dans le cadre d’un plan de sondage aléatoire de type PEAR.

(a) Combien d’échantillons peut-on former ? Expliciter les.

(b) Pour chaque échantillon ω, calculer la moyenne-échantillon yω et l’écart-type corrigé-
échantillon sω.

(c) Soit yW la var égale à la moyenne-échantillon, l’aléatoire étant dans l’échantillon con-
sidéré. Déterminer sa loi, puis calculer son espérance et sa variance.

(d) Soit sW la var égale à l’écart-type corrigé-échantillon, l’aléatoire étant dans l’échantillon
considéré. Calculer l’espérance de s2W .

(e) Retrouver les résultats des deux questions précédentes avec les formules du cours.

Exercice 5. Dans une population de N individus U = {u1, . . . , uN}, on prélève au hasard et
avec remise n individus pour former un échantillon. Chaque individu a la même probabilité qu’un
autre d’être sélectionné. On est dans le cadre d’un plan de sondage aléatoire de type PEAR (un
individu peut apparaître plusieurs fois dans un échantillon). Soit W la var égale à l’échantillon
obtenu :

W = (W1, . . . ,Wn),

où, pour tout m ∈ {1, . . . , n}, Wm est la var égale au m-ème individu de l’échantillon.

1. Montrer que, pour tout m ∈ {1, . . . , n}, la loi de Wi est donnée par

P(Wm = ui) =
1

N
, i ∈ {1, . . . , N},

où P désigne la probabilité uniforme.

2. Montrer que, pour tout i ∈ {1, . . . , N},

P(ui ∈ W ) = 1−
(
1− 1

N

)n

.
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3. Désormais, on étudie un caractère Y dans U . Soient yU la moyenne-population et sU l’écart-
type corrigé-population. Un estimateur aléatoire de yU est

yW =
1

n

N∑
i=1

yi

n∑
m=1

1{Wm=ui}.

(a) Montrer que
E(yW ) = yU .

(b) Montrer que

V(yW ) =
N − 1

N
s2U .

Exercice 6. Une semaine donnée, le gérant d’un restaurant japonais livrant à domicile souhaite
faire une étude sur le temps moyen qui s’écoule entre le moment où un client passe commande
par internet et le moment où le client est livré. Sur les 598 commandes internet de la semaine, il
prélève un échantillon de 17 commandes suivant un plan de sondage aléatoire de type PEAR. Les
temps mesurés donnent une moyenne de 19 minutes et un écart-type corrigé de 1.2. On suppose
que le temps considéré en minutes cette semaine est une var suivant une loi normale.

Déterminer un intervalle de confiance pour la moyenne des temps des 598 commandes internet
de la semaine au niveau 99%.

Exercice 7. On étudie le caractère taille en centimètres sur 8 filles. On suppose que ce caractère
se modélise comme une var suivant une loi normale.

1. Décrire brièvement l’enjeu des commandes R suivantes :

U = c("Elea", "Lilly", "Steph", "Rachel", "Fatiha", "Lea", "Anne",
"Laure")
y = c(1.65, 1.54, 1.76, 1.62, 1.72, 1.52, 1.69, 1.58)
library(sampling)
N = 8
n = 6
m = 40
bar_y_w = NULL
var_bar_y_w = NULL
for (i in 1:m){
t = srswr(n, N)
bar_y_w[i] = (1 / n) * sum(y * t)
s2_w = sum((y - bar_y_w[i])^2 * t) / (n - 1)
var_bar_y_w[i] = s2_w / n
}
q = qt(0.975, n - 1)
icmin = bar_y_w - q * sqrt(var_bar_y_w)
icmax = bar_y_w + q * sqrt(var_bar_y_w)
longueur_ic = icmax - icmin
PEAR = data.frame(bar_y_w, var_bar_y_w, icmin, icmax, longueur_ic)
PEAR
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Cela renvoie :

2. Quel est le niveau des intervalles de confiance considérés ?

3. Calculer la moyenne-population. Combien y-a t-il d’intervalles de confiance-échantillon qui
recouvrent la moyenne-population ?
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4. On illustre graphiquement ces résultats numériques en faisant :

bar_y_U = rep(mean(y), m)
library(lattice)
x = 1:m
xyplot(PEAR$icmin + PEAR$icmax + bar_y_w + bar_y_U ~ x, col = c("red",
"blue", "green", "orange"), type = "o", main = "Sondage aléatoire PEAR",
xlab = " ", ylab = " ")

Retrouver graphiquement le résultat de la question précédente.

Exercice 8. Sur les 75 sacs de farine de maïs d’une petite production, on prélève un échantillon
de 25 sacs suivant un plan de sondage aléatoire de type PEAR. On pèse ces 25 sacs. Les valeurs
obtenues donnent une moyenne de 13.5 kilogrammes et un écart-type corrigé de 1.3 kilogrammes.

On suppose que le poids en kilogrammes d’un sac de farine de maïs issu de cette production
peut être modélisé par une var Y suivant une loi normale.

1. Déterminer un intervalle de confiance pour la moyenne des poids des 75 sacs de la production
au niveau 95%.

2. Déterminer la taille d’échantillon à choisir pour avoir une incertitude absolue sur la moyenne
des poids des 75 sacs inférieure ou égale à 0.5 au niveau 90%.
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