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Correction du TD no 0

Solution 1. On a

f ′(x) = 2013x2012, g′(x) = e3x
2

+ x6xe3x
2

, h′(x) = ln(1 + 4x2) + x
8x

1 + 4x2
,

k′(x) =
1 + 9x− x× 9

(1 + 9x)2
=

1

(1 + 9x)2
, m′(x) = − sin(x), n′(x) = 2x cos(x2),

p′(x) =
(1− ex)(1 + sin(x))− (x− ex) cos(x)

(1 + sin(x))2
, q′(x) =

2

1 + 22x2
.

Solution 2. On a

I =

∫ 1

0

√
xdx =

∫ 1

0

x
1
2dx =

[
2

3
x

3
2

]1
0

=
2

3
.

On a

J =

∫ 4

1

1√
x
dx =

[
2
√
x
]4
1
= 2(2− 1) = 2.

On a

K =

∫ 2

−1
|x|dx =

∫ 0

−1
(−x)dx+

∫ 2

0

xdx = −
[
x2

2

]0
−1

+

[
x2

2

]2
0

=
1

2
+ 2 =

5

2
.

Solution 3. On a

I =

∫ 1

0

(x2 + x+ 1)dx =

[
x3

3
+
x2

2
+ x

]1
0

=
1

3
+

1

2
+ 1 =

11

6
.

En utilisant le fait que, pour toute fonction paire g, on a
∫ a

−a
g(x)dx = 2

∫ a

0

g(x)dx, a > 0, il vient

J =

∫ 1

−1
(1− 2|x|)dx = 2

∫ 1

0

(1− 2x)dx = 2
[
x− x2

]1
0
= 0.

On a

K =

∫ 2

1

(
x
√
x+

3√
x

)
dx =

∫ 2

1

(
x

3
2 + 3

1√
x

)
dx

=

[
2

5
x

5
2 + 3× 2

√
x

]2
1

=
2

5
2

5
2 + 6

√
2−

(
2

5
+ 6

)
.

Solution 4. On a

I =

∫ π
4

0

sin(x)dx = [− cos(x)]
π
4
0 = 1−

√
2

2
.

On a

J =

∫ π
2

0

(1 + 2 cos(x))dx = [x+ 2 sin(x)]
π
2
0 =

π

2
+ 2.
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Pour tout x ∈ R, on a cos2(x) + sin2(x) = 1. Par conséquent,

K =

∫ 2

0

(
cos2(x) + sin2(x)

)
dx =

∫ 2

0

dx = [x]20 = 2.

Solution 5. On a

I =

∫ 2

1

ln(x)dx = [x ln(x)− x]21 = (2 ln(2)− 2)− (1× ln(1)− 1)

= 2 ln(2)− 2 + 1 = 2 ln(2)− 1.

On a

J =

∫ 1

0

e2xdx =

[
1

2
e2x
]1
0

=
1

2
(e2 − 1).

On a

K =

∫ 2

1

2xdx =

∫ 2

1

ex ln(2)dx =

[
1

ln(2)
ex ln(2)

]2
1

=
1

ln(2)

(
e2 ln(2) − eln(2)

)
=

1

ln(2)
(4− 2) =

2

ln(2)
.

Solution 6.

1. Pour tout x ∈ [1, 2], on a

u′(x) = 3x2 + 1× ln(x) + x× 1

x
+ 0 = 3x2 + ln(x) + 1.

2. En utilisant le résultat de la question 1, pour tout x ∈ [1, 2], on a

3x2 + ln(x) + 1

x3 + x ln(x) + 1
=
u′(x)

u(x)
,

avec u(x) = x3 + x ln(x) + 1. Par conséquent,

I =

∫ 2

1

3x2 + ln(x) + 1

x3 + x ln(x) + 1
dx =

∫ 2

1

u′(x)

u(x)
dx = [lnu(x)]21

=
[
ln(x3 + x ln(x) + 1)

]2
1
= ln(23 + 2 ln(2) + 1)− ln(13 + ln 1 + 1)

= ln(9 + 2 ln(2))− ln(2).

Solution 7.

1. Pour tout x ∈ [0, 1], on a

x− a+ 4

x+ 2
=

(x− a)(x+ 2) + 4

x+ 2
=
x2 + (2− a)x− 2a+ 4

x+ 2
.

Par identification, on a

x2 + (2− a)x− 2a+ 4

x+ 2
=

x2

x+ 2
⇔ 2− a = 0 et − 2a+ 4 = 0

⇔ a = 2.
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2. En utilisant le résultat de la question 1, il vient

I =

∫ 1

0

x2

x+ 2
dx =

∫ 1

0

(
x− 2 +

4

x+ 2

)
dx

=

∫ 1

0

xdx− 2

∫ 1

0

dx+ 4

∫ 1

0

1

x+ 2
dx

=

[
x2

2

]1
0

− 2 [x]10 + 4 [ln(x+ 2)]10 =
1

2
− 2 + 4(ln(3)− ln(2)).

Solution 8. On peut poser :

I =

∫ e

1

x2 ln(x)dx =

∫ e

1

u′(x)v(x)dx,

avec u′(x) = x2 et v(x) = ln(x). On a u(x) = x3

3
et v′(x) = 1

x
. Une intégration par parties donne

I = [u(x)v(x)]e1 −
∫ e

1

u(x)v′(x)dx

=

[
x3

3
ln(x)

]e
1

−
∫ e

1

x3

3
× 1

x
dx =

e3

3
− 1

3

∫ e

1

x2dx

=
e3

3
− 1

3

[
x3

3

]e
1

=
e3

3
− 1

9
(e3 − 1) =

2

9
e3 +

1

9
.

On peut poser :

J =

∫ π
6

0

x sin(3x)dx =

∫ π
6

0

u′(x)v(x)dx,

avec u′(x) = sin(3x) et v(x) = x. On a u(x) = −1
3
cos(3x) et v′(x) = 1. Une intégration par

parties donne

J = [u(x)v(x)]
π
6
0 −

∫ π
6

0

u(x)v′(x)dx

=

[
−1

3
cos(3x)x

]π
6

0

−
∫ π

6

0

(
−1

3
cos(3x)

)
dx =

1

3

∫ π
6

0

cos(3x)dx

=
1

3

[
1

3
sin(3x)

]π
6

0

=
1

3
× 1

3
=

1

9
.

On peut poser :

K =

∫ e

1

(2x+ 1)exdx =

∫ e

1

u′(x)v(x)dx,

avec u′(x) = ex et v(x) = 2x+ 1. On a u(x) = ex et v′(x) = 2. Une intégration par parties donne

K = [u(x)v(x)]e1 −
∫ e

1

u(x)v′(x)dx

= [(2x+ 1)ex]e1 −
∫ e

1

ex × 2dx = (2e+ 1)ee − 3e− 2 [ex]e1

= (2e+ 1)ee − 3e− 2(ee − e) = 2ee+1 − ee − e.
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Solution 9. En faisant le changement de variables y = sin(x), il vient

I =

∫ π
2

π
4

cos(x) ln(sin(x))dx =

∫ 1

√
2

2

ln(y)dy = [y ln(y)− y]1√2
2

= −1−
√
2

2
ln

(√
2

2

)
+

√
2

2
.

Solution 10. En faisant le changement de variables x = y2, il vient

I =

∫ 2

1

1

x+
√
x
dx =

∫ √2
1

1

y2 + y
× 2ydy = 2

∫ √2
1

1

y + 1
dy

= 2 [ln(1 + y)]
√
2

1 = 2(ln(1 +
√
2)− ln(2)).

Solution 11.

1. On peut poser :

I =

∫ 1

0

xexdx =

∫ 1

0

u′(x)v(x)dx,

avec u′(x) = ex et v(x) = x. On a u(x) = ex et v′(x) = 1. En faisant une intégration par
parties, on obtient

I = [u(x)v(x)]10 −
∫ 1

0

u(x)v′(x)dx

= [xex]10 −
∫ 1

0

exdx = e− [ex]10 = e− (e− 1) = 1.

2. En faisant le changement de variables x = y2, on obtient

J =

∫ 1

0

e
√
xdx =

∫ 1

0

ey(2y)dy = 2I.

En utilisant le résultat de la question 1, il vient

J = 2.

Solution 12. On a

1 + i =
√
2ei

π
4 , 1− i =

√
2e−i

π
4 ,

√
3 + i = 2

(√
3

2
+

1

2
i

)
= 2ei

π
6 .

Solution 13. Un nombre complexe est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle, donc
son conjugué est lui-même. Comme |a| = 1 et |b| = 1, on a aa = |a|2 = 1 et bb = |b|2 = 1, ce qui
entraîne

a =
1

a
, b =

1

b
.
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D’où
a+ b

1 + ab
=

a+ b

1 + ab
=

1
a
+ 1

b

1 + 1
a
1
b

=
a+ b

1 + ab
.

Donc
a+ b

1 + ab
∈ R.

Solution 14. En utilisant |z| = 1, il vient

|1 + z|2 + |1− z|2 = (1 + z)(1 + z) + (1− z)(1− z) = 1 + z + z + zz + 1− z − z + zz

= 2 + 2|z|2 = 4.
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