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Correction du TD n° 1

Pour tout ¢ € D, on a
< by, p >=< 0, a0 >= (ap)(z) = a(z)p(r) = a(z) < b, ¢ >=< a(z)de, ¢ > .

D’ou I'égalité :

ad, = a(x)0,.
On en déduit que
xd =00 = 0.
Pour tout ¢ € D, on a
< (D), p> = —<1,0,¢ >=—<T, 7.9 >=— <T,(1_.9) >

= <T' 7 op>=<7,(T"), 0 > .

On en déduit que
(1.T) = 7,(T").

La fonction H est C! par morceau et a un saut en = a; = 0 de taille 1. La formule

des sauts donne
Tl/ ={H }’ = 4.

La fonction |z| est continue sur R. Par conséquent,
Ty = {l=|'} = sgn(x).
La fonction II(z) est C' par morceau et a deux sauts :
e un saut en r = a; = —1/2 de taille 1,
e un saut en r = ap = 1/2 de taille —1.

La formule des sauts donne
Ty ={II} =d_1)2 — b1
Remarque : on aurait aussi pu écrire II(x) = 1[ ) OO[(:C) — 1[ 1 oo[(x) et conclure en utilisant encore
) 29

la formule des sauts.
La fonction sgn est C!' par morceau et a un saut en z = a; = 0 de taille 2. La formule des
sauts donne

T, = {sgn}’ = 20.

La fonction F(x) est C! par morceau et a une infinité de sauts pour tous les n € Z de taille 1.
La formule des sauts donne
T = 6,

neL
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1. Pour tout ¢ € D, on a

< (D), p> = —<al,p >=—<T ap >=—<T,(ap) —d'p >
= —<T,(ap) >+ <T,dp>=<T ap>+<dT o>
= <al,op>+<dT,p>=<al" +dT,p>.

Par conséquent,
(aT) =d'T + aT'.

2. On a
T, = {H} sin(x) + {H}(sin(z))" = dsin(z) + {H} cos(x) = {H} cos(x).
On a
Ty = {H} cos(z) + {H}(cos(x)) = dcos(x) — {H}sin(x) = 6 — {H} sin(x).
On a

T; = {II} sin(rz) + {II}(sin(rz)) = (6_1/2 — 012) sin(mz) + {II}7 cos(mz)

= sin (—g) d_1/2 — sin ( > d1/9 + {1} cos(ma) = —0_1/2 — 612 + {11} 7 cos(mx).

1. Pour tout ¢ € D, on a (ap) =d'p+ay’ et <§, ¢ >=— <, >= —¢'(0). Donc

<ad,p> = <0 ap>=— <4 (ap) >=—<§dp+ap >

= —(a'9)(0) = (a¢")(0) = =a’(0)¢(0) — a(0)¢'(0)
= —ad(0) < 6,0 > +a(0) < 5',90 >
= < —a(0)d+ a(0)d, ¢ > .

On en déduit que
ad’ = a(0)d — a’(0)0.
Remarque : On aurait aussi pu remarquer que
(ad) =dd+ad <& (a(0)d) =d'(0)d +ad < a(0)d =a'(0)d + ad’
& ad' = a(0)d" — o/(0)0.

2. Par le résultat de la question 1, on a
e sin(x)d’ = sin(0)0" — cos(0)d = —4,
o cos(z)d" = cos(0)d" + sin(0)d = o',
o 220 =0%0"—2x0x§=0.
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3. Pour tout ¢ € D, on a (ap)’ = a"p 4+ 2d'¢ + ap”, < &, p >= — < 6,¢ >= —¢(0) et
< 0" o >=<4,¢" >= ¢"(0) . Donc

<ad" o>

Par conséquent,

Cette formule combinée avec ") (0) =

On en déduit que

<0 ap >=< 0, (ap)’ >=<§,a"p+2d' ¢ + ap” >

(@"9)(0) +2(a’¢")(0) + (ap”)(0) = a"(0)¢(0) + 20/(0)¢(0) + (0)"(0)
a’(0) < 0,0 > —2a/(0) < &', > +a(0) <", p >
< a”(0)6 — 2a/(0)8" + a(0)d”, o > .

ad” = a"(0)0 — 24/(0)d" + a(0)d".

La formule de Leibnitz nous donne

= 55 (20

A
>
AS)

<ad™ o> = <6 ap>=(-1)" <6, ()™ >

ad™ =Y "(-1)F

k=0

En appliquant la formule ci-dessus, on obtient

26™ = (—1)° (8)0 x 600 4 (—1)! (71’) 1 x 60D = —pgtn=D)

et

236@

-1
12

—240".

4
0
4
2

)03 x 0@ 4 (—1)1(4>3 x 0% x 6

1
>6 x 0 x 6@ +(—1)3(

4
3

)6><5’

(k) >— (—1)""% < §(»=%) > entraine
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<zl o> = <8 xp>=—<§ (vp) >=— < p+ap >
— <6, p>— <o >=—p(0) — 0 x ¢'(0)
= —p(0) =< —=6,p>.

On en déduit que
8 = —0.

2. Le résultat de la question 1 nous montre qu'une solution particuliére de I’équation x7 = 0
est
T=-¢.

Comme 'équation homogéne 27" = 0 a une infinité de solutions de la forme 7" = ad, ou
a € C, les solutions de notre équation sont de la forme

T =—6+ad.

1. On a
({HY) = XeM{H} 4+ {H} = NeM{H} + &6 = N {H} + 0.

2. Soit T = e*{H}. Le résultat de la question 1 entraine
T' = AT +o.
D’ou le résultat.
3. On cherche les solutions de I’équation homogéne
T — \T = 0.
On a
T'—ANT=0 & Te™-XeM=0 & (M) =0 & eM=a & T=ae",

ott a € C. Comme, par le résultat de la question 2, T' = e**{ H} est une solution particuliére
de I’équation, 7" — AT = ¢ sont de la forme

T = ({H} + a)e’™.

1. Pour tout ¢ € D, on a

< ()Y, o> = — < {n(z)}, ¢ >= / In(|])¢(2)dx

R

— lm ( / Cln(—a)g (2)dz + Ooln(x)go’(x)dx).

e—0+ oo ¢
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En faisant une intégration par parties, on obtient

[ s e

= el - [ A
— eln() (%(f@)) ~In(e)p(0) / Ty,
De méme, on obtient
[ @ = -neo) - [ E
— -0 - [ 2
~ eln(o <w> 4+ In(e)p(0) — / ; @dm

En remarquant que

e—0t € — e—0t
“ (=€) — »(0)
. o(—€) — ¢ L B
6l_1>1(1)1+ eln(e) ( mp— ) = el_1>1(§1+ eln(e)p(0) =0,
il vient

<{n(jz)},¢> = — lim ( /_ ln(—a)g (2)de + / OOln(:c)go'(:z:)d:z:)

e—0t 0o
~ lim (/ @d.m/ @da:>
e—0t oo T € X
1
= lim @dx =< Vp—,p >.
T

e—07t z|>e X

Par conséquent,
1
{n(la])} = vp

2. Pour tout ¢ € D, on a

1 1 rp(x
<zvp—,p> = <vVvp—,zp >= lim Malx = lim o(x)dx
x Z e—0* lz|>e T e—=0F || >e€

= /R@(:L')dx =< {1}, p>.

D’ou ]
~-=1{1}.
Zvp {1}
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3. Une solution particuliere de I’équation 7" = {1} est

1
T =vp—.
x

Comme 'équation T = 0 a une infinité de solutions de la forme T = ad, ol a désigne une
constante arbitraire, les solutions de notre équation sont de la forme

1
T =vp — + ad.
x

1. Pour tout ¢ € D, on a

1 1\’ 1 '
<Pf—,p> = <—<Vp—) Lo >=<vp—,¢ >= lim de
x T x

e—0F |z|>e X

—  lim </ Md:w/ de).
=0t \J_o . x

Une intégration par parties donne

[ 2] e ()

_ @?G)Jr/“ pla)

€ 22

- (L) e, e,

e—0 € 2

D’autre part, en faisant encore une intégration par parties, on obtient

[ = [BR] [ ()

_ <¢(—€Z - g(o)> _#(0) +/_’€ pla)

o0

En remarquant que

iy - (FL20) g,y (E20220) )

e—0t

il vient

z2 2 €
= lim (/ @dw—2@).
e—0t |z|>e T €
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2. Pour tout ¢ € D, le résultat de la question 1 implique

1 1
<zPt—,p> = <Pf— zp>= lim xgo(x)dx—Qng(O)
x? x? |z|>e

e—0t T €
1
= lim _go(m)dx =Vp—.
e—0t xT T
|z|>e
Il s’ensuit . ]
rPt— =vp—.
T T

De méme, pour tout ¢ € D, le résultat de la question 1 implique

1 1 2 2
<P o> = <P 220> lim (@) ) 90700
x? z? |x|>€ 2

e—0t X €

= lim o(x)dx = /Rgo(x)dx =< {1},¢ >.

e—0t |z|>e

Par conséquent,
1

Autre méthode : en utilisant les résultats des questions précédentes

1 1 1
2
x Pfﬁzm(foﬁ) :xvp;:{l}.
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