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Correction du TD no 2

Solution 1.

1. Par définition, on a

f{H} ∗ g{H} = {fH} ∗ {gH} =
{∫

R
f(t)H(t)g(x− t)H(x− t)dt

}
.

On a H(t)H(x− t) = 1 si et seulement si x ≥ t ≥ 0. Par conséquent,

f{H} ∗ g{H} =
{
H(x)

∫ x

0

f(t)g(x− t)dt
}
.

Le produit de convolution étant commutatif, i.e. {fH} ∗ {gH} = {gH} ∗ {fH}, il vient

f{H} ∗ g{H} =
{
H(x)

∫ x

0

f(x− t)g(t)dt
}
.

2. • En utilisant le résultat de la question 1, il vient

eλx{H} ∗ eλ′x{H} =

{
H(x)

∫ x

0

eλteλ
′(x−t)dt

}
=

{
H(x)eλ

′x

∫ x

0

et(λ−λ
′)dt

}
=

{
H(x)eλ

′x

[
1

λ− λ′
e(λ−λ

′)t

]x
0

}
=

{
H(x)

(
eλx − eλ′x

λ− λ′

)}
.

• De même, en utilisant le résultat de la question 1, il vient

eλx{H} ∗ xeλ′x{H} =
{
H(x)

∫ x

0

teλteλ
′(x−t)dt

}
=

{
H(x)eλ

′x

∫ x

0

tet(λ−λ
′)dt

}
.

Une intégration par parties donne∫ x

0

tet(λ−λ
′)dt =

[
t

1

λ− λ′
et(λ−λ

′)

]x
0

−
∫ x

0

1

λ− λ′
et(λ−λ

′)dt

=
x

λ− λ′
ex(λ−λ

′) −
[

1

(λ− λ′)2
et(λ−λ

′)

]x
0

=
x

λ− λ′
ex(λ−λ

′) − 1

(λ− λ′)2
(ex(λ−λ

′) − 1).

Au final, on obtient

eλx{H} ∗ xeλ′x{H} =
{
H(x)

(
x

λ− λ′
exλ − 1

(λ− λ′)2
(exλ − exλ′)

)}
.
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Solution 2.

1. On a
{S ∗ T} =

{
H(x)

∫ x

0

sin(t) sin(x− t)dt
}
.

En utilisant la formule : sin(a) sin(b) = 1
2
(cos(a− b)− cos(a+ b)), il vient∫ x

0

sin(t) sin(x− t)dt =
1

2

∫ x

0

(cos(t− (x− t))− cos(t+ x− t))dt

=
1

2

∫ x

0

(cos(2t− x)− cos(x))dt

=
1

2

[
1

2
sin(2t− x)

]x
0

− 1

2
x cos(x)

=
1

2
(sin(x)− x cos(x)).

Au final, on a

{S ∗ T} =
{
H(x)

1

2
(sin(x)− x cos(x))

}
.

2. On a
{S ∗ T} =

{
H(x)

∫ x

0

(1− t)eλ(x−t)dt
}

=

{
H(x)eλx

∫ x

0

(1− t)e−λtdt
}
.

En faisant une intégration par parties, il vient∫ x

0

(1− t)e−λtdt =

[
−1

λ
e−λt(1− t)

]x
0

−
∫ x

0

(
−1

λ
e−λt

)
(−1)dt

= −1

λ
e−λx(1− x) + 1

λ
− 1

λ

[
−1

λ
e−λt

]x
0

= −1

λ
e−λx(1− x) + 1

λ
+

1

λ2
(e−λx − 1).

On en déduit que

{S ∗ T} =
{
H(x)

(
−1

λ
(1− x) + 1

λ
eλx +

1

λ2
(1− eλx)

)}
.

Solution 3.

1. On a
(eλx{H})′ = λeλx{H}+ eλx{H}′ = λeλx{H}+ eλxδ = λeλx{H}+ δ.

On en déduit que eλx{H} est une solution de

T ′ − λT = δ.

2. Par le résultat de la question 1, on a

(δ′ − λδ) ∗ T = δ′ ∗ T − λδ ∗ T = T ′ − λT = δ.

Par conséquent,
(δ′ − λδ)∗−1 = T.
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3. Le résultat de la question 2 implique

eλx{H} ∗ eλ′x{H} ∗ (δ′ − λδ) ∗ (δ′ − λ′δ)

=
(
eλx{H} ∗ (δ′ − λδ)

)
∗
(
eλ

′x{H} ∗ (δ′ − λ′δ)
)

= δ ∗ δ = δ.

On en déduit que
((δ′ − λδ) ∗ (δ′ − λ′δ))∗−1 = eλx{H} ∗ eλ′x{H}.

4. Résoudre l’équation différentielle (δ′′ − 5δ′ + 6δ) ∗ T = δ dans D′+ consiste à déterminer
l’inverse de convolution de δ′′ − 5δ′ + 6δ = (δ′ − 2δ) ∗ (δ′ − 3δ). Le résultat de la question 3
et celui de l’exercice 1, question 2, entraînent

T = (δ′′ − 5δ′ + 6δ)∗−1 = e2x{H} ∗ e3x{H} =
{
H(x)(e3x − e2x)

}
.

Solution 4.

1. On a

T ′ = {exH}′ + δ′ = ex{H}+ ex{H}′ + δ′ = ex{H}+ exδ + δ′

= ex{H}+ δ + δ′ = T + δ′.

On en déduit que T = ex{H}+ δ est une solution de

T ′ − T = δ′.

2. Le résultat de la question 1 entraîne

(T ′ − T ) ∗ {H} = δ′ ∗ {H} = {H}′ = δ ⇔ ((δ′ − δ) ∗ {H}) ∗ T = δ

On en déduit que

T ∗−1 = (δ′ − δ) ∗ {H} = δ′ ∗ {H} − δ ∗ {H} = {H}′ − {H} = δ − {H}.

Solution 5.

1. On a
δ′′ + ω2δ = (δ′ − iωδ) ∗ (δ′ + iωδ).

Par conséquent, en utilisant le résultat de l’exercice 1, question 2, il vient

(δ′′ + ω2δ)∗−1 = (δ′ − iωδ)∗−1 ∗ (δ′ + iωδ)∗−1 = eiωx{H} ∗ e−iωx{H}

=

{
H(x)

(
eiωx − e−iωx

2iω

)}
=

{
H(x)

(
sin(ωx)

ω

)}
.

2. En utilisant le résultat de la question 1, on obtient

(δ′′ + δ) ∗ {H(x) sin(x)} ∗ {H} = δ ∗ {H} = {H}.

Donc une solution de l’équation différentielle (δ′′ + δ) ∗ T = {H} est

T = {H(x) sin(x)} ∗ {H} =
{
H(x)

∫ x

0

sin(t)1(x− t)dt
}

= {H(x) [− cos(t)]x0} = {H(x)(1− cos(x))} .

C. Chesneau 3 TD no 2 : solutions



Université de Caen L3

3. Comme δ′ ∗ {H} = {H}′ = δ, on a

(δ′ + {H}) ∗ T = {H} ⇔ δ′ ∗ (δ′ + {H}) ∗ T = δ′ ∗ {H} ⇔ (δ′′ + δ) ∗ T = δ.

Le résultat de la question 1 nous dit qu’une solution particulière pour T est

T = (δ′′ + δ)∗−1 = {H(x) sin(x)} .

Solution 6. On a

T ′′ − T ′ − 2T = (δ′′ − δ′ − 2δ) ∗ T = (δ′ − 2δ) ∗ (δ′ + δ) ∗ T.

De plus, par le résultat de l’exercice 1, question 2,

T ′′ − T ′ − 2T = δ ⇔ (δ′ − 2δ) ∗ (δ′ + δ) ∗ T = δ

⇔ T = ((δ′ − 2δ) ∗ (δ′ + δ))∗−1 = (δ′ − 2δ)∗−1 ∗ (δ′ + δ)∗−1

= e2x ∗ {H} ∗ e−x ∗ {H} =
{
H(x)

1

3
(e2x − e−x)

}
.

Par conséquent, si on pose

T =

{
H(x)

1

3
(e2x − e−x)

}
∗ (δ′ + {H}),

il vient

T ′′ − T ′ − 2T = (δ′ − 2δ) ∗ (δ′ + δ) ∗ T

=

(
(δ′ − 2δ) ∗ (δ′ + δ) ∗

{
H(x)

1

3
(e2x − e−x)

})
∗ (δ′ + {H})

= δ ∗ (δ′ + {H}) = δ′ + {H}.

On en déduit que T est solution de l’équation différentielle T ′′ − T ′ − 2T = δ′ + {H} dans D′+.
Regardons une expression analytique de cette solution. On a

T =

{
H(x)

1

3
(e2x − e−x)

}
∗ (δ′ + {H})

= δ′ ∗
{
H(x)

1

3
(e2x − e−x)

}
+ {H} ∗

{
H(x)

1

3
(e2x − e−x)

}
=

{
H(x)

1

3
(e2x − e−x)

}′
+

{
H(x)

1

3

∫ x

0

(e2t − e−t)1(x− t)dt
}

=

{
H ′(x)

1

3
(e2x − e−x)

}
+

{
H(x)

1

3
(2e2x + e−x)

}
+

{
H(x)

1

3

(
1

2
e2x + e−x − 3

2

)}
=

{
δ
1

3
(e2x − e−x)

}
+

{
H(x)

1

3

(
5

2
e2x + 2e−x − 3

2

)}
=

{
H(x)

1

3

(
5

2
e2x + 2e−x − 3

2

)}
.
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