Université de Caen L3

Correction du TD n° 2

1. Par définition, on a

P > o) = (1) (o) = { [ FOH@( 0 - i}

On a H(t)H(xz —t) = 1 si et seulement si x >t > 0. Par conséquent,
sy gttty = { ) [ p0gte — 0ar
Le produit de convolution étant commutatif, i.e. {fH} *x{gH} = {gH} *x {fH}, il vient
sty gty = { ) [ 1t - ngtoar
2. e En utilisant le résultat de la question 1, il vient

M{H} x N {H} = {H(x) / e”ew—t)dt} = {H@)e*’x / eﬂ*—“dt}
0 0

’ 1 / v
— JH(peN (A=)t
(v [ tee].
eAx . 6)\’:1:
= H _ .
tro (5250))
e De méme, en utilisant le résultat de la question 1, il vient

M{H} x xeX{H} = {H(m)/ teAteX(xt)dt} = {H(az‘)e)‘/m/ tet(’\’\l)dt} .
0 0

Une intégration par parties donne

x ! 1 ’ v z 1 !
t t(>\—>\ )dt — t t(>\—>\ ) _ / t(>\—>\ )dt
/0 c A N© oS a=N©

Au final, on obtient

ALY N = {H(:v) (%eﬂ - ;P(eﬂﬁA _ e“’)> } |
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I. Ona )
(S+T} = {H(@ /0 sin() sin(x—t)dt}.

En utilisant la formule : sin(a)sin(b) = 1 (cos(a — b) — cos(a + b)), il vient

/Dw sin(t) sin(z — )dt = %/Ox(cos(t (= 1)) — cos(t +x — 1))dt

= % /Ox(cos(Qt —x) — cos(z))dt
11 T

= 5 {5 sin(2t — 33)] ) — 555 cos(x)
1 .

- 5(sm(x) — x cos()).

Au final, on a
(S*T} = {H(x)%(sin(m) - xcos(m))} .
s {S%T} = {H(x) /Ow(l — t)eW—”dt} = {H(w)e)‘x /Ox(l — t)e—”dt} .

En faisant une intégration par parties, il vient

o = o] f (3o

1, 1 1] 1 1"
= —_e (1 = i -
e ( 93)+)\ )\[ G ]0
1—/\a: 1 1 -z
= ——c¢ (1—x)+x+ﬁ(e 1)

On en déduit que

1. On a
(A{H}) = XM {H} + e {H}Y = N M{H} + 6 = \eM{H} + 0.

On en déduit que e’ {H} est une solution de
T — \T = 0.
2. Par le résultat de la question 1, on a
(0 =XN)*xT =0T —-XNo*xT =T —\T =0.

Par conséquent,

(=X =T.
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3. Le résultat de la question 2 implique
AT{HY % NT{H} % (6" — N) * (8 — N'6)

= (M{H}* (0= 20) x (N {H # (57 = X9))
= 0%x0=0.

On en déduit que
((6" = A8) % (0 — X&) ™" = e {H} « N"{H}.

4. Résoudre I'équation différentielle (6” — 56’ + 60) * T = ¢ dans D', consiste & déterminer
I'inverse de convolution de §” — 50" 4+ 66 = (6" — 25) * (6’ — 30). Le résultat de la question 3
et celui de l'exercice 1, question 2, entrainent

T: ((5//—5(5/+6(5)*_1 :€2x{H}*e3x{H} — {H(xxe?)z —6236)}.

T = {"H}Y +§ =e"{H}+e"{H}Y +§ =e"{H} + "5+ ¢
= ¢"{H}+0+0=T+7"

On en déduit que T'= e*{H} + 0 est une solution de
T -T=4¢".
2. Le résultat de la question 1 entraine
(T"—=T)x{H}=§«{H}={H} =0 & (' —0)«x{H})*T =9
On en déduit que
Tt = -0« {H}=6*{H} -5+ {H}={HY —{H} =6 - {H}.

1. On a
§" 4+ w?6 = (0 — iwd) * (8’ + iwd).

Par conséquent, en utilisant le résultat de I’exercice 1, question 2, il vient

(6" +w20) = (6 —iwd) T (0 +iwd) T = e {H} x e T {H}

: {H<f>(em T ) e (M)}

2. En utilisant le résultat de la question 1, on obtient
(0" +0)* {H(z)sin(z)} x {H} =6x{H} ={H}.
Donc une solution de I'équation différentielle (6" +0) * T = {H} est

T = {H(z)sin(z)} x{H} = {H(x) /Ox sin(¢)1(z — t)dt}
= {H(x)[=cos(t)lg} = {H(x)(1 - cos(x))} .
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3. Comme ¢’ * {H} = {H} =0, on a
(0'+{H})*T={H} & 0x (0 +{H})«T=0*x{H} & (0"+)*T =0.
Le résultat de la question 1 nous dit qu’une solution particuliére pour 1" est

T=(8"+6)*"={H(z)sin(x)}.

On a
T =T —2T = (6" -6 —20)«T = (6 —20) % (&' +9) *T.
De plus, par le résultat de I'exercice 1, question 2,

T'—T —2T =6 & (5 —20) % (6 +8)*T =36
& T=((6—=26)+06)" = —20)" (5 +06)"

e {HY ket s {H) = {H(:c)%(ezx - efv)} |

Par conséquent, si on pose

3 = 0 ),

T:{H(x)
il vient
T'—T =2 = (8 =28) (0 +0)«T
/ / 1 2 N !
— ((5_25)*(5 +5)*{H(w)§(e$—ex)})*(5 +{H})
= 6x(0'+{H}) =0+ {H}.

On en déduit que 7" est solution de I'équation différentielle 7”7 — T" — 27" = §' + { H} dans D',
Regardons une expression analytique de cette solution. On a

T = {H(:p)%(e% - e‘“”)} * (6 + {H})

(2 — e—x)} +{H) {H(w)%(e% _ e—x)}

H )5 (¢ er>}/ + {H(:c)% /Ox(e% e (a — t)dt}
(@)

{

= e -+ fawgee o) {mw) (e v e -2)]
{
{

W =

1/5 3
(§€2x + 2€_$ — §> }
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