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TD n°® 5 : Régression linéaire multiple 3

Soient (k,T) € (N*)2, n = kT et Zy,...,Z, n var indépendantes telles que, pour
tout i € {1,...,n},

Zi = Bi + &,
ou &, ...,&, sont n var iid suivant chacune la loi normale N'(0,0%). On se place dans le cas
T-périodique : pour tout (u,v) € {0,...k—1} x {1,...,T},

ﬁuTJrv = ﬁv-
Les paramétres [, ..., B sont des réels inconnus. On pose 3 = (f1, ..., Or)".

1. Ecrire le modéle linéaire associé sous la forme matricielle usuelle : Y = X3 +¢, en indiquant
ce que sont ici Y, X et e.

2. Calculer I'emco B de (3, puis donner sa loi.

2

3. Donner un estimateur sans biais 2 de 2. Exprimer &2 sous la forme d'une somme double.

Soient £ € N*, n € N* tel que n > 20+ 1, et Zy,...,Z, n var indépendantes telles
que, pour tout ¢ € {1,...,n},

¢
Zi =g+ Z (avy cos (xy;) + Oy sin(x, ;) + &,

v=1
. 2uim .. . . 2 N
ol Ty ; = et &, ..., &, sont n var iid suivant chacune la loi normale N (0, 0?). Les paramétres
g, 1,01, ..., a4, 0, et o sont des réels inconnus. On pose 8 = (ag, a1,01, ..., ap, 0)".

1. Ecrire le modéle linéaire associé sous la forme matricielle usuelle : Y = X3 +e¢, en indiquant
ce que sont ici Y, X et e.

2. On admet que, pour tout (u,v) € (N*)?,

Z cos(x,,;) = 0, Z sin(z, ;) = 0, Z cos(xy ;) sin(zy,;) = 0,
i=1 i=1 i=1

n . n .
- — siu=wv, " ' — siu=wv,
E co8(Zy ;) COS(Ty,;) = { 2 , g sin(z,,;) sin(x,;) = { 2
i=1 0 sinon, i— 0 sinon.
Calculer I’emco @y de ag et, pour tout v € {1,...,¢}, Uemco @, de a, et 1'emco 0, de 6,.

3. Donner un estimateur sans biais 62 de ¢2. Exprimer 52 sous la forme d’une somme faisant
intervenir (Z;)ic1,...n}, (%,z‘)(v,z')e{l,...,é}x{l,.l.,n}7 Go, (Au)ver..ey et (O)oeqr,...qp-
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On considére le modéle :
Y =Ua+Vy+e,

ou U est une matrice a n lignes et p; colonnes connue, V' est une matrice a n lignes et p, colonnes

connue, et e suit la loi normale multivarice N, (0,,T,). Ici, a = (a,...,qp,)" est un vecteur
inconnu de RP* et v = (74, ... ,'ym)t est un vecteur inconnu de RP2. On pose

P=UU'U)'U, M=1,—-P.
Dans ce que suit, ||.|| et < .,. > désignent respectivement la norme et le produit scalaire euclidiens
dans R".

1. Questions préliminaires.
(a) Montrer que PU =U, MU =0, P! =P, P>=P, M' =M, M* =M et M'P = 0.
(b) Montrer que, pour tout vecteur A & n composantes, on a
< MA,PA>=0, |A||? = || MA|* + ||PA|*
2. En utilisant les résultats de la question 1, montrer que, pour tout (u,v) € RP' x RP?,

Y — Uu—Vo|?> = |MY — MVv|?> 4+ ||PY — Uu — PVl

3. On définit
7 = argmin || MY — MVv|]?

veERP2

a tel que PY —Ua — PVy = 0.
On suppose que 7 et @ existent et sont uniques.
Montrer que, pour tout (u,v) € RP* x RP?  on a
|MY — MVv|?+ ||PY — Uu — PVo||* > |MY — MVA|* + |PY — Ua — PV7|*.
En déduire que
(@,9) = argmin ||Y — Uu— V|

(u,v) ERPL xRP2

4. Montrer que
MY = MV~ + €,

ol €* suit la loi normale multivariée N, (0,, M).

5. On suppose désormais que M est définie positive. En utilisant le résultat de I'exercice 3 de
la feuille de TD 4, montrer que

5= (VIMV)"'WVMY.
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