Université de Caen M1

TD n°® 6 : Test de Fisher

On observe n valeurs d’'un vectar (Y, X1, X2) notées (y1, 211, %21), - -+, (Yn, 1.0, T2m)
telles que, pour tout i € {1,...,n}, y; est une réalisation de

Y = Bo + Bix1; + Boxos + €,

ol €, ...,€6, sont n var #d suivant la loi normale AN(0,0?). Les paramétres By, 31, B2 et o sont
des réels inconnus.

1. Ecrire le modéle linéaire associé sous la forme matricielle usuelle : Y = X3 +¢, en indiquant
ce que sont ici Y, X, (et €.

En posant y = (y1,...,y,)" et en adoptant les notations de la question 1, les données
recueillies donnent :

8 4 0 2
XX =144 0], Xty =1
0 01 0
et |ly||* = 10, ou ||.|| désigne la norme euclidienne dans R™. Soit 3 = (BO,Bl,EQ)t Iemco de

B = (Bo, B, Ba)".

2. Quel est le nombre d’observations n ?

3. Exprimer 3 en fonction de X et Y. Donner 1’emco ponctuel b de .

4. Quelle est la loi de B , ainsi que celle de chacune de ses composantes : 30, 31 et BQ ?
5. Donner un estimateur sans biais de o2 en fonction de X et Y.

6. Montrer, a I'aide de formules, que X*(y — Xb) = 0, puis que ||y — Xb||* = ||y||> — (X'y)'b.
En déduire I'estimation ponctuelle de 2.

7. On considére les hypothéses :

Hy: Bo—B1+B2=2 contre Hy: Bo— 1+ B2 # 2.

Peut-on rejeter Hy au risque 5% 7 Utiliser le test de Fisher (fys, p-valeur...).

Quel autre test aurions-nous pu utiliser 7

Dans une étude en sciences sociales, on souhaite expliquer une variable Y & partir
de 3 variables quantitatives X7, X5 et X3. On observe n = 100 valeurs de (Y, X3, X5, X3) notées
(Y1, 211,21, 231), - - - s (Uns T1n, Tans T3n). On adopte le modele de rlm : pour tout i € {1,...,n},
y; est une réalisation de

Yi = Bo + Bz + Boxo,; + Baxs, + €,

ol €1,...,€6, sont n var #d suivant la loi N'(0,0?). Les paramétres By, 31, B2, B3 et o sont des
réels inconnus. On considére le modéle mis sous la forme matricielle usuelle : Y = X3 + €.
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En posant y = (y1,...,yn)", les données recueillies donnent :
0.06 0 0 0 25
=gl 0 s Sow x| K=l
0 —2 4 —-10 20
et |ly||* = 640, ou ||.|| désigne la norme euclidienne dans R™.
On considére les hypothéses :
Hy - { ;lgg t ?53::214 contre Hy : 48y + B1 # 2 ou 285 — 5P3 # 14.

Peut-on rejeter Hy au risque 5% ? Utiliser le test de Fisher avec les techniques de calculs introduites
dans 'exercice prédédent.

Soient Ay,..., Ag, B1,...,B;,Cy,...,Cy, n = k+1+m varindépendantes telles que

e Ay, ..., Ay suivent chacune la loi N'(uy,02),
e Bi,...,B; suivent chacune la loi N (g, 0?),
e C,...,C,, suivent chacune la loi N (us3,0?).

Les parameétres pug, po, pz et o sont inconnus. On pose Y = (A, ..., Ag, By,..., B, Cy,...,Cp)Y,

k
» A, B=
i=1

1. Ecrire le modéle linéaire associé sous la forme matricielle usuelle : Y = X5+, en indiquant
ce que sont ici Y, X, et e.

m

l
- 1
;Bi, C==> G

=1

Z:

| =
~|

2 2

2. Calculer I’'emco f de 3, ainsi qu'un estimateur o< sans biais de o°. On les exprimera en

fonction des composantes de Y, et de A, B et C.

Une application du modéle avec k = | = m = 5 donne les estimations ponctuelles de 3 et o2
suivantes : b = (49,56,51)" et s> = 7.83. On considére les hypotheses :

Hy: pp = po = ps contre H; : "il existe au moins deux moyennes qui différent".

3. Montrer que 'on a

Hy: QB=r contre Hy: QB #r,

1 -1 0 0
avec@—(o 1 _1) etr—(o).

4. Calculer la matrice (Q(X*X)™1Q") ™! et le réel (Qb — r)'(Q(X'X)1Q")~1(Qb — ).

5. Est-ce que l'on peut dire, au risque 5%, qu’il existe au moins deux moyennes qui différent ?
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